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PREDMLUVA

O plazmatu se Casto hovoti jako o ¢tvrtém skupenstvi hmoty. A je to opravnéné, protoze
vlastnosti plazmatu jsou velmi odlisné od vlastnosti plynii a kapalin. Pfedev§im zde hraje roli
pfitomnost volnych nosi¢li naboje, které mohou reagovat na elektricka a magnetickad pole
a vzajemna interakce naboji vede ke vzniku globalnich kolektivnich poli. Chovani plazmatu
je tak predevs§im ovlivnéno elektrickymi a magnetickymi poli.

Ve vesmiru je 99% veskeré hmoty ionizovano a nachéazi se ve form¢ plazmatu. Plazmatem je
tvofeno nitro i obalky hvézd, mlhoviny, vytrysky, atd. Na Zemi se s plazmatem setkdme
v kanalech blesktl, v ionosféte, v podobé slunecniho vétru, ktery neustédle atakuje magnetické
pole Zem¢, a samoziejmé plazma nalezneme v laboratofich vyzkumnych ustavii.

Plazma je charakteristické linearnimi a ploSnymi tvary (pinci a st€énami) drzenymi vlastnim
magnetickym polem, které vznikd protékajicim proudem. Nabité castice mohou jednak
rotovat kolem magnetickych silokiivek a jednak driftovat napfi¢ magnetickému a néjakému
dalS$imu poli. V oblastech intenzivnéjSiho magnetického pole se mohou odrazet, takovy jev
nazyvame magnetické zrcadlo.

V plazmatu existuje neuvéfitelné mnozstvi moda riznych nizkofrekvencnich i vysoko-
frekvenénich vIn. Sifeni zvukovych i elektromagnetickych vin p¥itomnost plazmatu velmi
vyrazn¢ ovlivni. Pro plazma je charakteristickd fada nestabilit, se kterymi se dlouhd 1éta
potykaji konstruktéii termojadernych reaktorii. Neméné zajimavé jsou nelinearni jevy
v plazmatu.

Z §iroké Skaly jevi v plazmatu se n€kterymi z nich budeme zabyvat v tomto sylabu. U takto
obsazné problematiky ptjde vzdy jen o tizky vybér silné ovlivnény autorem. Proto by text
mél byt predevsim tivodem k dal§Simu samostatnému studiu. Pfeji ¢tenaitim rychlé pochopeni
probiranych jevi, v piipadé nejasnosti me¢ kontaktujte, nebot’ nemusi jit o chybu vasi uvahy,
ale o chybu v textu nebo zdvadu v mé hlavé.

Casti textu vznikaly od roku 2002 na ptidé FEL CVUT jako sylabus pro doktorské studenty,
podnebi na FEL ale nebylo teorii pfili§ naklonéno. V fijnu 2007 jsem zacal piednaset Teorii
plazmatu na FJFI a text prubézn¢ sestavovat z minulych i novych textti podle osnov této nové
prednasky.

Jesté dve technické pozndmky na zavér.

1) Vtextu je frekvenci déjii automaticky myslena uhlovd frekvence, ktera je soucasti
relativistického Ctyfvektoru a je snadno transformovatelna do jiné soutfadnicové soustavy.

2) V textu plati scitaci konvence pro indexy psané latinkou (i, j, k,...). Neplati pro fecké
indexy popisujici druh ¢astic v plazmatu. Pokud bylo tfeba psat index do horni ¢asti
symbolu, je umistény v zavorce, aby se odlisil od mocniny. Sikmo jsou sazeny proménné,
do kterych lze dosadit. Zakladnim fezem jsou sdzeny symboly, do kterych nelze dosadit
(zkratky, ¢iselné hodnoty, jednotky). Vektory a tenzory jsou sdzeny tu¢nym fezem pisma.
Tam, kde by ¢tenatr mohl byt zmaten, je pro jistotu nad symbolem vektoru umisténa Sipka.

Aktualni verzi sylabu naleznete na adrese: http://www.aldebaran.cz/studium/fpla.pdf.

2.10. 2007, Petr Kulhanek

www.aldebaran.cz
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Teorie plazmatu Pohyby nabitych ¢astic

TEORIE PLAZMATU | (UVOD DO FYZIKY PLAZMATU)

Piedtim, nez se pustite do studia teorie plazmatu, méli byste se sezndmit se zdklady teoretické
mechaniky [1], umét néco malo z kvantové teorie [2], termodynamiky a statistické fyziky [3]
a zékladi teorie elektromagnetického pole [16]. Nejvice budete potiebovat Lagrangeovy
a Hamiltonovy rovnice a zdklady rovnovazné statistické fyziky. V prvni ¢ésti teorie plazmatu
se budeme zabyvat nejprve pohyby jednotlivych castic, poté statistickym ptistupem
k plazmatu a nakonec plazmatem jako vodivou tekutinou. Druhd cast (Teorie plazmatu II)
bude vénovana vinam a nestabilitdm v plazmatu. V tieti ¢asti (Teorie plazmatu III) se budeme
vénovat zaieni plazmatu a solitonim.

1. POHYBY NABITYCH CASTIC

V celé této kapitole budeme pocitat pohyby Castic ve vnéjSich, pfedem danych polich.
Predpokladame tedy, Ze

1. castice vzajemné neinteraguji,

2. vlastni pole ¢astic jsou zanedbatelna.

Elektrickd a magnetickd pole mizeme popsat bud’ elektrickou intenzitou E a magnetickou
indukei B nebo za pomoci ¢tyipotencialu (¢, A). Pfevodni vztahy jsou

gE--2A_9% (11)
ot 0x
B=rot A . (1.2)

Zde predpokladame, ze ¢(z, x) a A(t, x) jsou piedem dané funkce.

1.1. Nerelativistické pohyby

1.1.1 Lagrangeova a Hamiltonova funkce

Problematika pohybu nabitych ¢astic v elektromagnetickych polich je dana Lagrangeovou
funkeci

L = Lgsstice + Ling + Lpole . (1.3)

V nasem pftiblizeni jsou pole pevné ddna a nebudeme je pocitat, proto je polni Cast
Lagrangeovy funkce nulova. Pokud budeme uvazovat jen elektrické pole, které je potencialni,
bude Lagrangeova funkce ddna vztahem

L:%mvz—Qqﬁ. (1.4)

Tvar je shodny s klasickou mechanikou [1], kde je Lagrangeova funkce déna rozdilem
kinetické a potencidlni energie L =7 —V . Kinetickd energie pfedstavuje Lagrangeovu funkci
volné Castice Lessiice @ potencidlni energie Lagrangeovu funkci interakce s elektrickym polem
Lin. V ptitomnosti magnetického pole, které neni potencialni, musi mit interakéni lagranzian
dalsi ¢len. Ten bude néjakou funkci ctyfvektoru toku néboje pro jedinou castici
(charakterizuje Castice) a ctyifvektoru potencialii pole (charakterizuje pole):

_(epo)_(cOSx-x)), (#l
Tu= i B Ovo(x'-x))’ Lol A
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Lagrangeova funkce by méla byt skaldrem, jedinou kombinaci ptipadajici v Givahu je tedy
veli¢ina umérna skaldrnimu soucinu obou cCtyfvektord integrovanému pies objem (bez
integrace pies objem bychom dostali veli¢inu imérnou hustoté Lagrangeovy funkce):

j(j-A)d3 '=j(—Q¢+QA-v)5(x'—x)d3 '=—0p+0A V.

Z uvedeného vztahu je jiz jasnd chybégjici ¢ast ve vztahu (1.4), spravna Lagrangeova funkce
pro nerelativisticky pohyb castic v elektrickém a magnetickém poli bude

L:%mvz— Op + QA-v.

Standardnimi postupy ur¢ime zobecnénou hybnost, zobecnénou energii a po vylouceni
rychlosti z obou vztahi Hamiltonovu funkci. VSechny dilezité vztahy jsou:

L:%’”Vz— 0p + OA-v, (1.5)
E%:mV+QA, (1.6)
_oL ;1 2
(5_8‘] v—L S mv +04¢, (1.7)
2
g=P=0A)" (1.8)
2m

Pozn. 1: Energii budeme v této kapitole znadit ¢ , abychom ji odlisili od intenzity elektrického pole E.
Pozn. 2: Zobecnéna hybnost neni sou¢inem hmotnosti a rychlosti jako v klasické mechanice!

Pozn. 3: Energie nezavisi na A, magnetické pole totiz neméni energii, ale jen smér rychlosti.

Ukazme, Ze ptislusné Lagrangeovy rovnice jsou totozné s Lorentzovou rovnici pro pohyb
nabité Castice. Ve slozkach mame

1
LZE’"UJ'UJ —0¢(1,x) + 04;(1,X)v; ;

doL oL _
dt ov;  Ox; ’
d o 04,
—(mv; +04,) + Q— - Q—v; =0,
e (mv; + 04;) ox Q o v;
d 04; 0d; dx; o 04;
—mv) + O—+0—+——+0— -0—v; =0,
T -

J

. 0A; 04,
i(mv,-) =0 _% _ 9 +v. | —L L.
dt ot ox; T\ ox; Ox

Posledni ¢ast v hranaté zavorce lze upravit pomoci Levi-Civitova tenzoru do tvaru (A.18)

i = _8—A—% X i = x
dt(mv)—Q{ Y 8x+v rotA} = dt(mv) Q[E+V B],

coz je znama Lorentzova pohybova rovnice.
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1.1.2 Pohyb v elektrickém poli, opticka analogie

Pokud se nabitd castice pohybuje jen v homogennim elektrickém poli, nelze situaci fesit
nerelativisticky. Elektrické pole by cCastici urychlovalo nade vSechny meze, coz je v rozporu
se specialni relativitou. Miizeme ale fesit situaci, kdy je elektrické pole nenulové jen v malé
oblasti prostoru, naptiklad v n¢jaké sténé. Idealizovanym piipadem je rdzova vina se skokem
elektrického potencidlu (tzv. dvojvrstva, podrobnéji viz kapitola 3.3.4).

¢1 ' Py

V obou polorovinach je potencial konstantni a tedy elektrické pole nulové. Nabita Castice se
proto pohybuje rovnomérné piimocare. K jedinému urychleni dochdzi na rozhrani, a to ve
sméru osy x. Slozka rychlosti ve sméru osy y se neméni, zadné pole v tomto sméru nepisobi.
Tecna slozka rychlosti je proto spojita

v sing; =v,sina,. (1.9)

Pti pohybu nabité Castice se bude zachovavat energie (1.7):

%mvf+Q¢1 = %mv%+Q¢2:(€“. (1.10)
Pokud z posledniho vztahu vypoc¢teme rychlosti a dosadime do (1.9), dostaneme
sing; _ ¢ —0p, _ 0¢,, — 0, _ P — 1 _ ﬂ (1.11)
sinay, \€-04, \04o—08 \du—9 \U,

Uvedenému vztahu se tika opticka analogie pohybu castice v elektrickém poli. Svym tvarem
pfipomind Snelltiv zakon lomu.

1.1.3 Pohyb v homogennim magnetickém poli
y E=(0,0,0) = ¢=0 ,
A=(-By»,0,0) nebo
B=(0,0,B) = A=(0,Bx,0) nebo

it A=1/2(-B y,Bx,0)
pocatecni podminky:
B ' X0)=(0.0.0) .
f p(0)=(0,mv,,0)

Hodnota vektorového potenciadlu A plyne ze vztahu (1.2). Pro vektorovy potencidl A budeme
pouzivat druhé z uvedenych moznych vyjadfeni. Potencidly elektrickych a magnetickych poli
pro typické konfigurace naleznete v dodatku D3. Zobecnéna hybnost je v naSem piipad¢ dana
vztahem p = mv + QA. Pro Hamiltonovu funkci plati

8
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_ pr+(p,—0Bx)*+ p?

2
y_=0A7
2m

2m
a Hamiltonovy rovnice jsou
:a_H:&’ (1.12)
op, m
- 0OBx
_0H _py—9 ’ (1.13)
op,y, m
;00 _p: (1.14)
op, m
: oH ©OB(p, -0Bx)
po=- - Y , (1.15)
ox m
oH
p,=——=0, (1.16)
y ay
pz=—aa—Z=0. (1.17)

Z rovnic (1.16), (1.17) mame ihned
p,()=p,(0)=mv,,
p.(0)=p.(0)=0.
Tyto vyrazy spolu s p, vyjadienym z (1.12) dosadime do (1.15) a ziskame tak rovnici
i (@f .o 9By
m m

pro proménnou x. Po jejim vyfeSeni (je souctem homogenniho a partikuldrniho) zname
zavislost x(f) a miizeme jiz ptimo integrovat rovnice (1.13), (1.14). Vysledné feSeni ma tvar

x(t)=Ry —Ry cosat,

y(t)=R sinw.t, (1.18)
z(t)=0,
kde jsme oznacili
LEWLUJ_ : ch@ (119)
OB m

tzv. Larmortv polomér Ry a cyklotronni frekvenci @. Trajektorii ziskdme vyloucenim ¢asu
z (1.18):

(x=R)*+y*=RE. (1.20)
Vidime, ze pohyb se déje po kruznici s polomérem Ry a se sttedem S=[ R, 0 |.

Magnetické pole neptisobi na pohyb ¢éstice ve sméru podél pole. Kolmo na smér pole ptisobi
Lorentzova sila, ktera zakfivuje trajektorii ¢astice na kruznici. Pfi nenulové pocatecni
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rychlosti v,(0) je pohyb castice sloZzen z rovnomérného piimocarého pohybu podél pole
a Larmorovy rotace (tzv. gyrace), tim vznika pohyb po Sroubovici.
Samotné elektrické pole naopak neplisobi na pohyb castice napfi¢ pole (v nerelativistickém
pfipad€) nebo jen velmi malo (v relativistickém piipad€¢). Ve sméru pole dochazi
k urychlovani.

y

0<0 Y 0>0 0>0
UL

— Ry IR

Poznamka : Vypocet Larmorovského pohybu Ize také provést pfimo z Lorentzovy pohybové rovnice
m¥ = Or x B . Slozka z opét vede na volny pohyb. Ve sloZce x a y dostavame

=285 (1.21)
m

5=-2B gy (1.22)
m

Obé rovnice je mozné fesit riznymi zplsoby. Asi nejrychleji k cili vede postup Landauliv postup:
druhou rovnici pfenasobime komplexni jednotkou a seéteme s prvni. Kombinaci QB/m ozna&ime jako
cyklotronni frekvenci:

R4y =—iw, Bk +i7) (1.23)

Nyni stai zavést komplexni proménnou & = x +iy a fesit jednoduchou rovnici

E=—iw BE (1.24)

v komplexnim oboru. Po nalezeni integraCnich konstant ziskame feSeni pro x a y oddélenim realné
a imaginarni &asti fedeni.

1.1.4 Pohyb ve zkrizenych polich
Re$me nyni pohyb v homogennim magnetickém poli a na ného kolmém poli elektrickém:
y E=(E,0,0) = ¢p=—FEx ,
A=(-By,0,0) nebo
B=(0,0,B) = A=(0,Bx,0) nebo
A=1/2(-By,Bx,0)

pocatecni podminky:

/ * 0)=(0,0,0
B E X()—(,,),

Z p(0) =(0,0,0)

10
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Nabitou ¢astici vlozime do pocatku soufadnicové soustavy s nulovou rychlosti. Pro vektorovy
potencial A budeme pouzivat druhé z uvedenych moznych vyjadieni.

Zobecnénd hybnost je opét p = mv + QA. Pro Hamiltonovu funkci plati

_ 2 24 —0Bx)*+ p?
H:M+Q¢ _ pit+(p, —0B0)"+p: _OEx
2m 2m
a Hamiltonovy rovnice jsou
)'C=8_H=&’ (1.25)
op, m
- 0OBx
_O0H _pP,~-Q ’ (1.26)
op,, m
Z'=8_H=&’ (1.27)
op, m
B - 0OBx
5 _OH_OB(p,=0BY 125)
ox m
oH
h, =——=0, 1.29
Py o (1.29)
pzz—a—Hzo. (1.30)
Oz
Postupem zcela analogickym ptredeslému ptikladu ziskdme feSeni
x(t)=Rp—Rpcosat,
y({t)=Rpsinwt — vpt, (1.31)
z(t)=0,
kde jsme oznacili
0,222 . u,=E gy (1.32)
m B OB

tzv. cyklotronni frekvenci w., driftovou rychlost v, a driftovy polomér R. Rovnice
trajektorie mé po ¢aste¢ném vylouceni ¢asu z rovnic (1.31) tvar

(x—Rp)’ + (y+up)? = RE. (1.33)

Jde tedy o pohyb po kruznici s polomérem R, jejiz stfed S=[R,, —vpt] se pohybuje
konstantni driftovou rychlosti v, kolmo na elektrické i magnetické pole. Pro nulovou
pocatecni rychlost plati vztah plynouci okamzité z definic (1.32)

a vysledna kiivka (1.33) se nazyva cykloida. Pro nenulovou pocatecni rychlost jiz neplati

vvvvvv
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x(t)=Rp —Rpcosa.t,
y(t)=Rpsinwt — vpt, (1.35)
Z(t) = UOZ t .

kde se driftovy polomér zménil na

M ]2 2
Ro = JUde + (v, +up)? . (1.36)

Pro vy =0 se pohyb opét déje po kruznici s pohybujicim se stiedem S = [RD , —Upt ] Pro
0 > 0 maji trochoidy tvar:

Up = a)CRD Up < chD Up > chD

V bodech trajektorie 1, 2, 3 ma ¢astice riznou potencialni energii
b=-Ex =  $>4>4.

a vzhledem k zakonu zachovani energie i riiznou rychlost
|
Emv + Q¢ = const = U; <V, <U3.

a tim i rizny Larmoridv polomér:
_mv
OB

Trochoidalni trajektorii Castice l1ze tedy interpretovat jako pohyb po kruznici s proménnym
polomérem. Na nasledujicim obrazku jsou typické stopy nabitych ¢astic v mlzné komofte.

L RLl < RL2 < RL3

12
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1.2. Relativistické pohyby

1.2.1 Lagrangeova a Hamiltonova funkce

V Lagrangeové funkci (1.5) je spravné relativisticky zapsana interakéni ¢ast. Lagrangeova
funkce pro volnou castici ale neni ve shodé se specidlni relativitou; ta by méla byt néjakou
funkeci relativistického invariantu

ds? =—c?dt® +dx* +dy? +dz? =—cdt? [1——] .

Je ziejmé, 7e by mélo byt Lds ~\—ds? = —c\1-v2/c2 dt 4.

_ ] 2,2
Lgsstice =aN1=V/c” .

Koeficient imérnosti a ur¢ime tak, aby v limité¢ malych rychlosti vyraz ptesel v Lagrangeovu
funkci mov?/2 pro nerelativistickou &astici (my je klidova hmotnost &stice):

[ 2,.2 v v 2
Lggstice =aN1=v7/c" ma|l-— |=a-a—5 = a=-mgyc”.
2c 2c

Posunuti o konstantu neni podstatné. Vysledna Lagrangeova funkce pro relativistické pohyby
nabitych ¢astic v elektrickych a magnetickych polich tedy je

L=-myc*\J1-v*[c* — 0p + OA-v (1.37)

Standardnim zptsobem uré¢ime hybnost a energii:

aL mov
=—=—0___10A
P== T OA |, (1.38)
(ﬁ\_a_L.V_L_mO—CZ+Q¢ 1.39
6= - . (1.39)

Povsimnéte si, Zze zavedeme-li tzv. ,,pohybovou‘ hmotnost

my

ms——————, (1.40)
1-v? / c?
ziskaji vztahy pro hybnost a energii jednoduchy a srozumitelny tvar
p=mv+Q0A; E=mc’+04. (1.41)

Poslednim krokem bude odvozeni Hamiltonovy funkce. Z klasické mechaniky vime, ze je
vzdy mozné nalézt Legendreovu dualni transformaci, tj. z vyrazi (1.38) a (1.39) vyloucit
rychlost. Nejjednodus$sim postupem je ponechat na pravé strané vyrazi jen odmocniny
a rovnice umocnit na druhou:

2.2
2 mov
—QA) =—0 .
(p 0 ) l—vz/c2
1, . 2 mgc2
é— =
cz( Q¢) l—vz/c2

13
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Odecteme-li nyni obé rovnice od sebe, vykrati se Citatel se jmenovatelem a na pravé strané
zmizi zavislost na rychlosti:

iz(a 09)> ~(p—0A)> = m2c?

V tuto chvili jiz staci jen dopocitat energii a oznacit ji jako Hamiltonovu funkci:

H=cm3c> +(p—0A)2 +04 | (1.42)

1.2.2 Pohyb v homogennim elektrickém poli

Y
I E=(E,0,0) = ¢=—Ex ,
£ B=(0,00) = A=0 ;
_—

pocatecni podminky:
— > x(0) = (0,0,0),
— p(O) = (0, py, 0), kde py =muy/\1-03 />

Ulohu budeme fesit jako rovinny problém. Hodnota potencialu ¢ plyne ze vztahu (1.1) pro
A = 0. Hamiltonova funkce problému je

H :c\/mgc2 +(p—QA)2 +0¢ = c\/mgc2 +p§ +p§ —-QEx,

a ptislusné Hamiltonovy rovnice maji tvar

8 P , (1.43)
\/mOC +px +py

0H cp,

y= , (1.44)
\/mgcz +pi+p;
. oOH
Dx :—g—QE (1.45)
) OH
py :—E 0 (146)

Integraci rovnic (1.45), (1.46) dostaneme

px () =QEt,
Py () =p,(0)=const = p .

Toto feSeni dosadime do rovnic (1.43), (1.44) a integrujeme:

x(t) = dt' = cj'ot\/ﬂ(z)ffﬁdt' = é(,/ﬂ%+(QEt)2 _ﬂo),

\/m()c +px+py

14
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() =

oC QFEt
dt' = ¢ = —— arcsh .
\/moc +p? +py "‘01/72' +(QE?)? [ 7o J

Vysledné feSeni je tedy dano vztahy

(1) = %[\/ 1+ (QEt/r:O)z - 1],

Poc
() = Q—;:arcsh(QEt/ﬂO),

(1.47)

kde jsme oznacili

_ 2 2
Po =movo/ I_UO C

(1.48)
72'0 = ﬂmgcz + pO

Proved’'me nyni nerelativistickou limitu

v<<c (4. pg<Kmyc) = mo=myc; po=myly, tj.

2 2 2 2
ey = M) [y [ LB ) meet | QB CF
OF 2

myc OF myc 2my

9

= Uot.

(t) _ aI‘C QEf ~ cmpy ) QEt
QE

myc OF  myc

Vidime, Ze vyrazy ptrechéazeji ve znamé klasické vztahy — pohyb rovnomérné zrychleny ve
sméru pole a pohyb rovnomérny napfi¢ polem. Soucasné rychlost ve sméru pole v, neroste
nade vSechny meze, tak jako v klasickém piipadé:

dx t
limv, (¢) = li X lim - (QE
fim 0= Jim g =l o Q) s

V libovolném kone¢ném cCase ¢ je vzdy v, < c .

=C

Vylouc¢ime-li z (1.47) Cas, dostaneme trajektorii ¢astice

_ 7Z'OC % B
=0 l:ch(poc yJ 1] (1.49)

Rozdil mezi funkcemi x = y2/2 (klasicka trajektorie) a x = ch(y) — 1 je na obrazku:
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1.3. Adiabatické priblizeni

Budeme ptedpokladat, ze magnetické pole dominantné ovliviiuje pohyb nabitych ¢astic
a zdkladnim pohybem je tedy Larmorova rotace neboli gyrace kolem magnetickych silokiivek.
V plazmatu mohou byt samoziejmé ptitomna i dalsi pole, napiiklad elektrické a gravitacni.
V adiabatickém pftiblizeni ptfedpokladame, Ze vSechna pole se za jednu Larmorovu otocku
zméni jen malo. V Case to znamend, ze dojde k malé zméné poli za dobu jedné otocky cCastice;
v prostoru tato podminka tika, Ze se pole zméni malo na Larmorové poloméru. Matematicky
1ze oba piedpoklady vyjadrit takto:

or,
ot

F.

b

T

or,

<<i proVk,l, (1.50)
5xl

Ry

kde F je jakékoli pole ovliviiyjici pohyb castic. Pole se mohou ménit v Case i prostoru, ale jen
v malé mife. Za tohoto pfedpokladu se zachovavaji nékteré veli¢iny, z nichz nejdilezitéjsi je
prvni adiabaticky invariant. Casto budeme potiebovat znat projekci rychlosti ¢astice do sméru
magnetického pole (ve sméru pole je pohyb volny a Castice se pohybuje podél silokiivek)
a projekci do sméru kolmého na silokfivky (odpovidd Larmorové rotaci):

B\B 1
V||=(V-E]E=?(V-B)B; (1.51)
Vi =V-V. (1.52)

Rovnobéznou projekci jsme standardnim zpiisobem rozepsali jako velikost x smér.

1.3.1 Prvni adiabaticky invariant

Piedpokladejme, Ze se Castice pohybuje Larmorovou rotaci v pomalu se ménicim magnetic-

kém poli B(¢). Spo¢téme zménu kinetické energie Larmorovy rotace za jednu otocku:
0B 0B,

AW, = F-dl= E-dl = rotE)-dS=-Q0|—dS=0— 7Ry .
1= ¢ e Qb[( ) Qb[at 0—7RY

y=0S y=0S

Pti odvozeni jsme vyuzili Stokesovu vétu a Faradaytiv induk¢ni zakon. Vzhledem k tomu, zZe
se pole méni za jednu otocku jen mélo, miizeme derivaci pole nahradit jeho zménou za jednu
otocku, tedy za periodu:

AB
7l @

AB
AWi;QTﬁRf=Q2 7R} .

C

Nyni dosadime dfive odvozené vztahy pro LarmorQv polomér R; =mv /OB a cyklotronni

frekvenci o, = OB/m a dostaneme relaci

mvl AB_, AB AW, _AB

AW, = W, «B =
T 2 B tB w, B +
w, mvi
=——=—==const
p=—r=— . (1.53)

S naristem pole tedy imérné poroste kolmé slozka kinetické energie. Veli¢ina u se nazyva
prvni adiabaticky invariant a je konstantni pro pomalu se ménici pole.
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Poznamka 1: Pfi odvozeni jsme vyuzili relaci
AW, AB
w, B

W, <B,

jejiz platnost pro nenulové pole snadno dokaZeme diferenciaci vztahu W, /B = const:

BAWL_ZWLAB:O & BAW, -W, AB=0 & AW, A5
B w, B

Poznamka 2: Odvozeny adiabaticky invariant ma mnohem obecnéj$i platnost a ziistava
konstantni pfi jakychkoli malych casovych i prostorovych zménach vsech poli pisobicich na
Castici. V teoretické mechanice se ukazuje, Ze se pii kvaziperiodickém pohybu pod vlivem
pomalu se ménicich poli zachovava integral pies periodu

Cﬁpqdq =const.

Pokud za zobecnénou soufadnici zvolime thel pii Larmorové rotaci, potom zobecnénou
hybnosti bude moment hybnosti a dostaneme

2
mR;v, -27r =const = "Y1 _const.
2B
Poznamka 3 (magneticky moment): Prvni adiabaticky invariant ma nékolik vyznamu:
2
mu w
)~ 2B B
2) u=1S; (1.54)

3) ,u:‘%erv

Z druhého nebo ttetiho vyjadieni vidime, ze jde o magneticky moment gyrujici Castice (viz
dodatek E). Ekvivalentnost vSech vyjadieni je ziejma z piimého dosazeni:

2
Iszg;zsz...zmvi;

2B
1 1 mu2
—0Orxv|=—0OR,v, == J_.
‘2Q ZQ LvL 2B

1.3.2 Pohyb gyrac¢niho stredu
V mnoha piipadech nepotiebujeme znat detailni pohyb ¢éastice v magnetickém poli.
Vysttedujeme-li zndmy gyracni pohyb, mizeme se zabyvat jen pohybem gyra¢niho stfedu.
Pii odvozeni budeme pouzivat maly parametr ¢, ktery bude urcovat, které cleny jsou
podstatné¢ a které nikoli. Po vystfedovani provedeme limitu ¢ —>1. Az do vystfedovani
budeme pouzivat dva Casy:
t pomalu se ménici ¢as ve shod¢ s adiabatickym ptiblizenim (Cas, ktery popisuje zmeény
poli)
7 rychle se ménici ¢as popisujici jednotlivé faze gyrace. Pres tento ¢as budeme stredovat
a budeme predpokladat, ze 7 ~ t/¢ .

Ozna¢me R(¢) polohu gyra¢niho stiedu, r(¢) skute€nou polohu gyrujici Castice a p(z,7)
vektor gyrace, pres ktery budeme stfedovat:
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R

Soutradnicovy systém zavedeme tak, aby tfeti osa lokalné mifila ve sméru magnetického pole,
tedy bude platit

e; =B/B (1.55)
Polohovy vektor ¢astice podle obrazku bude:
r(t,7)=R@)+ep(t,7), (1.56)

Parametrem ¢ oznacujeme, ze gyrace je pro nas mén¢ podstatny jev nez pohyb gyra¢niho
sttedu. Podle (1.18) budeme pro gyraci v naSem soufadnicovém systému mit

p(t,7) =—e Ry (t)cos(@ (1) T) +e,Ry (¢)sin(w,(1)7). (1.57)

PovS§imnéte si, Ze rychlé zmény souvisici s gyraci jsou oznaceny ¢asem t, pies ktery budeme
sttedovat. Pohybovou rovnici ¢astice zapiSeme ve tvaru

. 1.
my =F_ (t,r)+—0rxB(t,r), (1.58)
&£
parametr & koresponduje s dominantnim postavenim magnetického pole v problému.
Pohybovou rovnici také mizeme psat ve tvaru
emr=¢F  (t,r)+0rxB(t,r), (1.59)

ktera v limit¢ & — 0 pfejde na rovnici rxB =0 popisujici pohyb Castice podél siloktivek.
Nyni ve shod¢ s (1.56) vypocteme jednotlivé ¢leny. Derivaci podle ¢asu ¢ budeme oznacovat
standardné teckou, derivaci podle rychlého ¢asu 7 ~ t/& Carkou (dv/dt ~ 1/¢):

r(t)=R()+ep(t,7);
F=R+ep+p’;
f=l'i+gp'+2p'+lp”;
&
Fext (I') ~ Fext (R) + 8(pV)F
B(r)=B(R)+¢(p-V)B.

ext »

Po dosazeni ziskdme pohybovou rovnici ve tvaru
R B : s
8m{R+5p+2p +—p }=g[Fext(R)+g(p~V)Fext]+Q[R+8p+p |x[BR)+£(p-V)B].

Nyni provedeme stfedovani ptes rychle se ménici ¢as 7. Z (1.57) je vidét, Ze

(o), =(8), = (o), =(6", =(8), =(e"), =0. (160)

Nenulové ziistanou jen stiedni hodnoty z kvadratu vektoru gyrace p. V pohybové rovnici
ponechame jen ¢leny do prvniho fadu v e:

emR = £F o (R)+ ORxB(R)+£0(p'x(p-V)B) .
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Zbyva tedy provést stifedovani posledniho ¢lenu. Za vektor gyrace dosadime z (1.57), za
gradient €,0, +€,0 , +e30, a vyuZijeme relace

e xe, =ej3; e, XxXe;=¢e; e;xe;=e,; B=2Bey;

<cosa)cr>r = <sin a)cr>T = <sina)cr cosa)cr>T =0; <0052 a)cz->r = <sin2 a)cz->T :%.

Stiedovani se netyka vektora ey, které se méni s pomalym casem ¢. Vysledek stitedovani je

mo?

emR =¢F, (R)+ ORxB(R)—¢ 5 VB.

Po provedeni limity & — 1 ziskame hledanou pohybovou rovnici pro gyra¢ni stred

mR =Fo +ORxB-uVB;

mu? (1.61)

2B

ILlE

Poznamka: VSechny sily v rovnici jsou fiktivni, plsobi v gyracnim stfedu, kde ve skute¢nosti zadna
Castice neni.

1.3.3 Sila -y VB

Nova sila —u VB vytlacuje castice z oblasti siln€jSich magnetickych poli. Zavisi jen na
velikosti pole B, nikoli na jeho sméru. Mifi z oblasti siln¢jsitho magnetického pole do oblasti
slabsiho pole. Koeficientem je prvni adiabaticky invariant. Sila opét plisobi v misté gyra¢niho
stiedu a jde tedy o fiktivni silu.

Povsimnéme si pivodu sily na obrazku vlevo. Lorentzova sila je vzdy kolma k silokiivkam
a tak ma u zhust'ujicich se siloktivek nenulovou i slozku rovnobéznou s osou systému, ktera
gyrujici ¢astici vytlaCuje z oblasti hustého pole. Predpokladejme, Ze ptivodni neporusené pole
mifilo v ose z:

B=(0,0,B)

Zaved’'me nyni malou poruchu pole 0B/0z >0 podle pravého obrazku. V tu chvili ale nutné
vznikd nenulova radidlni slozka pole B, (ve valcovych soufadnicich) a sila F, vytlacujici
Castici z oblasti zhusténi. Nejlépe je to vidét z rovnice div B=0 piepsané¢ do valcovych
soufadnic (B, = 0):

19,p,)+ 9=y,
ror 0z
0 OB
—(rB.)=— Z /
ar(r r) : oz’ j
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2
rB, :_r_ﬁBZ ,
2 Oz

r 0B, r 0B
B, =—— e
2 0z 2 0z

Tato radialni slozka pole ( B, < B, = B ) zptsobuje vznik sily v ose z:

o R 08
2 Oz

F.=~0B,v, = —Q(———Z](—chL# -
Podle obrazku je uhlova slozka rychlosti pro kladny naboj zdporna. Po dosazeni za thlovou

frekvenci a Larmorav polomér z (1.19) dostaneme

mv 8B _ i

: 2B oz 82
Silu —uVB lze tedy ziskat i jinak nez stfedovanim pies gyraci. Postup pies stfedovani je
ovsem obecnéjsi, protoze tuto silu ziskdme 1 v pripadé, kdy ptasobi kolmo na siloktivky a pole
se zhu§tuje ve sméru kolmém na silokiivky, tj. napiiklad 0B,/0x #0:

A A A A A A AA
B

1.3.4 Driftova rovnice

Nésobme rovnici pro pohyb gyraéniho stfedu (1.61) vektorové magnetickym polem. Po
standardni Gipravé dvojného vektorového souéinu a vydéleni celé rovnice OB* dostaneme

R—(R EJE_ F. xB—uVBxB-mRxB
B)B 0B? ’

Druhy vyraz na levé strané ]e pI‘OJGkCl rychlosti gyra¢niho stfedu do sméru magnetického
pole, tedy levé strana ma tvar R — R” , coZ je kolma projekce rychlosti gyra¢niho stredu:

. F.  xB—uVBxB-mRxB
R, =-—ext A g , (1.62)
OB
Odvozena rovnice se nazyva driftova rovnice. Gyracni stfed se mtize pohybovat nenulovou
rychlosti R | kolmo na silokfivky magnetického pole. Takovy pohyb nazyvame drift a miize

vzniknout tfemi zpiisoby odpovidajicimi tfem ¢leniim rovnice na pravé stran€. Prvni pfic¢inou
mohou byt dalsi pole, naptiklad elektrické nebo gravitatni. Druhou pii¢nou miize byt
nehomogenita magnetického pole, kterd vede na grad B drift. Posledni pfi¢inou mize byt
nerovnomérny pohyb gyra¢niho stiedu. Bud’ je zptisobeny zménou sméru rychlosti gyracniho
sttedu zplsobenou zakiivenim silokiivek (drifty zakriveni) nebo zménou velikosti rychlosti
gyracniho stifedu (inercialni drifty).

Driftovani nabitych ¢astic kolmo na magnetické pole je velice Castym jevem v plazmatu.
VétSinou jde o kombinaci nékolika driftt naraz, nebot’ nékteré drifty zpusobi separaci naboje
a vznik elektrického pole, které nasledné vede na drift v elektrickém poli. Pokud se situace
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pomalu méni, driftova rychlost gyracniho stiedu tyto zmény sleduje a posledni ¢len v driftové
rovnici je nenulovy. Vznikne naptiklad inercidlni drift zpGsobeny zménou velikosti rychlosti
gyracniho stfedu.

1.3.5 Drifty

21

ExB drift. Jde o drift nabité Castice v elektrickém a magnetickém poli. V jednoduché
podobé jsme se s nim jiz sezndmili v kapitole 1.1.4. Z driftové rovnice (1.62) plyne pro
F=QE

v - ExB (1.63)
E B2 .
Driftova rychlost je kolma k obéma polim a jeji velikost je
E .
UE=Esma, (1.64)

kde « je tihel mezi obéma poli. Diive odvozeny vztah (1.32) pro driftovou rychlost je
specialnim piipadem vztahu (1.63). Driftova rychlost nezévisi na hmotnosti a naboji
Castice, elektrony 1 ionty v elektrickém poli driftuji stejnym smérem. Tento drift nebude
puvodcem elektrického proudu.

Gravitacni drift. V tthovém poli F = m g a magnetickém poli dochazi k driftu s rychlosti

_mgxB
g QB2

(1.65)

kterd je kolma ke gravitatnimu i magnetickému poli. Jeji smér zavisi na ndboji Castice
a pro elektrony a ionty je opacny. Velikost sily zavisi na hmotnosti ¢astic. Drift mize byt
zdrojem elektrickych proudu, vede k separaci naboje, kterd ndsledné zptsobi ExB drift.

Grad |B| drift. Tento drift je zplisoben zménou velikosti magnetického pole. Prislusna
driftova rychlost ma velikost

~uVBxB _mvi BxVB

Vop = (1.66)

-

Tento drift zavisi na hmotnosti a naboji ¢astic, povede k riznému driftovani elektronti
aiontl a ke vzniku elektrického proudu v plazmatu. Drift vede k separaci ndboje, ktera
nasledné zptisobi ExB drift.

uVB /
Sy /
//xx/

Drift zakFiveni. Pii pohybu kolem zaktivené silokfivky magnetického pole bude na ¢astici
pusobit odstrediva sila
2
.. mvU, R
F=-mR=—L"k (1.67)
Ry Ry
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kde Ry je polomér kiivosti silokfivky.

_mu} Ry

Ry Ry

R
B
Rychlost driftu zaktiveni je
2
v :mUH RkXB (1 68)
" 0B R |

Drift zakfiveni opét povede ke vzniku proudu v plazmatu a separaci naboje. Polomér
ktivosti parametricky zadané ktivky r = r(f) mizeme urcit ze vztahu:

ds=\dx? v dy? +dz? =52+t de. (1.69)

Rik= Hdzr/ds2

Neékdy mitize byt uzitecné jiné vyjadieni poloméru kiivosti (vhodné do vztahu (1.68)).

L&;(E.VJE, (1.70)
R R, \B B

Polarizacni drift. Bude-li se velikost elektrického pole pomalu ménit v ¢ase, bude se také
ménit driftova rychlost gyra¢niho sttedu vg (7). To povede ke vzniku inercialniho driftu

~mR=—
dt B2

a polariza¢nimu driftu
m
0B*

ktery je opét piivodcem vzniku proudu v plazmatu. Drift vede k separaci naboje, ktera
nasledné zpiisobi ExB drift.

vp=—7y[Bx(dE/dtxB)], (1.71)
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1.4. Pohyby ve specialnich konfiguracich

1.4.1 Magnetické zrcadlo

Pokud se castice pohybuje pomalu proménnym magnetickym polem, bude se ménit sklon
gyratni kruznice vzhledem k silokfivkam. Oznaéme uhel mezi rychlosti Céstice
a magnetickymi silokiivkami a:

a=0°——>

a=90° 4

B
N A

Slozky rychlosti ve sméru pole a kolmo na pole budou dany vztahy

v =vcosa ; v, =vusina. (1.72)
Ze zakona zachovani energie ¢ a adiabatického invariantu u

1y 15 1 5
é=—mv° + =—mv] +—mvj =const;
2 Qg =5mvL+5my)

5 (1.73)
U= "Y1 _ const
2B
plyne tzv. zrcadlova rovnice
sin? o P i f sin’ a _ sin? a, (1.74)
; . 3 By .

Index 0 oznacuje hodnoty pole a uhlu v misté nastelu castice. Do ¢im siln¢j$iho pole se
dostane Castice, tim kolméji je postavena jeji Larmorova Sroubovice. Pokud bude rovina
gyrace kolma k poli (a = 90°), Castice se odrazi. Z (1.74) plyne, Ze Castice nastielend pod
uhlem ay v misté s polem By bude obracena zpét, vzroste-li velikost pole na kritickou hodnotu
B, =— 320 . (1.75)

sin” «,

Nedosahne-li magnetické pole této hodnoty, Castice oblasti hustych silokiivek prolétne.
Mame-li naopak zaddno maximalni pole B., potom ze systému v misté¢ s polem B uniknou
vSechny Castice s uhlem o < o (tzv. tnikovy kuzel).

U u
— i i

anNnnnNmn . .
azimutalni zrcadlo

"% e Y
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Nejjednodussi magnetické zrcadlo ziskdme pomoci dvou shodné orientovanych civek na
obrazku vlevo. Zaménou sméru proudu v civkach magnetického zrcadla vznikne tzv.
azimutalni zrcadlo. V azimutilnim zrcadle je v centru |B|=0, Larmoriv polomér je
nekonecny, cyklotronni frekvence nulovd a zmény poli nejsou malé ve srovnani
s Larmorovou rotaci. Adiabaticky invariant u se nezachovava a ¢astice, které prosly centralni
oblasti, se snadno dostanou do tnikového kuzele.

1.4.2 Druhy adiabaticky invariant, Fermiho mechanizmus

Uvazujme nyni pohyb ¢astice mezi dvéma zrcadly. K takové situaci mize dojit v poli dipolu
(van Allenovy pasy u Zemg), tokamaku (bananovy orbit) nebo mezi dvéma civkami.

iZZ

Castice kona dva periodické pohyby:

1) Larmorovu rotaci, se kterou je spojen prvni adiabaticky invariant y;

2) pohyb od jednoho zrcadla k druhému a zpét (zakmitavani, bouncing).
Piedpokladejme, ze magnetické pole se méni s ¢asem pomalu v porovnani s periodickym
pohybem mezi zrcadly. Pfi takové zméné se samoziejmé bude poloha zrcadel Z, a Z,

pfesouvat. Z teoretické mechaniky vime, ze by se mél zachovavat tzv. druhy adiabaticky
invariant

Ty =uydl. (1.76)

UkaZme, Ze se pro nasi situaci J, skute€né zachovava. Pfi proménném magnetickém poli
nemuize byt celkova energie Castice integralem pohybu a nezachovava se. ZapiSeme proto
alespori jeji kolmou ¢ast pomoci prvniho adiabatického invariantu (1.53):

S S S S B R
Z vyrazu pro energii ur¢ime podélnou slozku rychlosti a z t€ vypo¢teme druhy adiabaticky
invariant. Integrujme nejprve podél magnetické silokfivky od prvniho zrcadla do obecného
mista / mezi zrcadly:

l /
Jy (& 1,1 = j vdl = j \/ ’i [¢ - uB(t,1)]dl'.
h h

Vinka nad symbolem znamend, Ze nejde o cely adiabaticky invariant, integrace zatim neni
pies celou periodu pohybu. V zavorce jsou uvedeny veskeré proménné veliiny. Zajimat nas

samoziejm¢ bude ¢asovd zmeéna veli€iny J, :
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dJ, _0J, 0J,d¢ dJ,dl _
dt ot 90 dt dl dt

“12 I+ ~12
HOB| 2, H OB uoB 2.,
:—.[——|:;((f(—ﬂ8)} dl‘f‘[UHUH‘FmE‘Fm Y, U||:|J;_;((/(—/,lB):| dl +

1/2 q1-1/2
2 U OB
—(¢&—uB) B dl.
J{m( a } I U”J.m 81[ A )

Derivovani je pfimocare, pfi upravach jsme pouzili d//dt =v a z integraci vytknuli prvni
adiabaticky invariant u. Nyni integrujme pies celou periodu, tj. druhym bodem integrace bude
bod obratu /=1, ve kterém plati v; =0

sz -1/2 IU OB |: :l 1/2
dl+ ¢ — uB dl.
gS [ )} m Ot SB s

Pro pole, které se pomalu méni v rdmci periody pohybu, mizeme z prvniho integralu
vytknout vyraz 0B/0t . Oba Cleny se poté odectou a dostaneme

s _
dt

Druhy adiabaticky invariant se tedy skute¢né zachovava.

(1.78)

m Fermiho urychlovani prvniho druhu

Predstavme si, Ze pole sili a ob¢ zrcadla se k sobé pomalu priblizuji. Dale predpokladejme, ze
oblast zmény pole je mala v porovnani se vzdéalenosti mezi zrcadly. Pak mzeme pro druhy
adiabaticky invariant ptiblizné psat:

2Ly, ~const, (1.79)

kde L je vzdalenost mezi zrcadly. Je zfejmé, Ze pii zmenSovani vzdalenosti L mezi zrcadly
musi dochazet k zvétsSeni podélné slozky rychlosti a tim i k zvétSeni celkové energie Castice.
Céstice prebira pii odrazu energii od vstiicné se pohybujiciho zrcadla a dochazi k jejimu
urychlovani. Tento mechanizmus nazyvame Fermiho urychlovani prvniho druhu. Pokud se
zrcadlo proti €astici pohybuje rychlosti v, bude mit po odrazu rychlost v +2v .

m Fermiho urychlovani druhého druhu

Predstavme si, ze ve vesmiru se pohybuji ndhodné nabité Castice v prostiedi rizné se
ménicich magnetickych poli. Nabit4 ¢astice bude tu a tam odrdzena od magnetickych zrcadel
pohybujicich se ndhodnym smérem. Diky Fermiho mechanizmu bude statisticky nékdy
urychlena a nékdy zpomalena. Rychlostni rozdé€leni se proto bude rozsifovat a mezi ¢asticemi
se objevi urCit¢ procento velmi rychlych castic, které ndhodné ziskaly energii
z ,pfiznivych® odrazii od magnetickych zrcadel. Tento mechanizmus nazyvame Fermiho
urychlovani druhého druhu a italsky fyzik Enrico Fermi se jim pokusil vysvétlit vysoké
energie Castic kosmického zareni.

oS N oy

7\ — // AN //\\

—
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1.4.3 Magneticky dipél

v

Zdrojem dipdlového pole mize naptiklad byt elektricky proud tekouci po malé kruznici.

z P(x,y, z)
HA B,
0
r| B, | B
y

X

Velikost magnetického dip6lu je dana magnetickym dipélovym momentem p. Pro soustavu
nabitych ¢astic je magneticky moment dan vztahem (viz dodatek E2)

n= ZQa r,xv, (1.80)

Sumace probihd pies vSechny Ccastice. Pro jednu castici pohybujici se po kruznici je
magneticky moment prvnim adiabatickym invariantem ¢astice a podle (1.54) plati

=15,

ul=[300rxv) "2

kde 1 je elektricky proud tekouci po obvodu kruZnice s plochou S zplisobeny pohybem nabité
¢astice. Objemova hustota magnetického momentu se nazyva magnetizace a je rovna

M= lim LZQQ—(raxva). (1.81)

Ze znalosti magnetického momentu mizeme urcit vektorovy potencial (viz dodatky D, E)
a magnetické pole:

=:‘_7<;”>;r, (1.82)
r
2
BorotA oo 3por—rip (1.83)
4 rS

Pro magneticky dipélovy moment orientovany ve sméru osy z mame:

B=&,u(3zx 3zy 327 _i}’ (1.84)

5° 5° 5 3
A r r r r

B=(B,,B,= 4“03 u(3cosOsing, 3cos?0-1). (1.85)
r

Diky témto explicitnim formulim mizeme snadno feSit pohyby nabitych ¢astic, naptiklad

numericky. Pokud vime, pod jakym uhlem a kde do pole ¢astice vnikla, ze zrcadlové rovnice

snadno zjistime kritické pole nutné k otoCeni Castice na dané silokfivce. Pokud se pole dipolu

neméni mezi odrazy, zachovava se prvni i druhy adiabaticky invariant. Diky driftu zakfiveni

se Castice jesté pohybuje v azimutadlnim sméru kolem dipolu a kona tak ti1 kvaziperiodické
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pohyby: 1) Larmorovu rotaci, 2) odrazy mezi zrcadly v polarnich oblastech, 3) drift zakfiveni.
S driftem zakfiveni je spojen treti adiabaticky invariant, ktery je umérny magnetickému
indukénimu toku plochou kitivky.

V zemském dip6lovém poli je perioda jednotlivych d&jt (energie Castice 1 keV, silokiivka ve
vzdalenosti ¢tyfnasobku poloméru na rovniku, ¢astice s nulovou podélnou rychlosti) [9]:

Céstice 1 — gyrace 2 — pohyb mezi zrcadly 3 — drift
elektron 1 keV 10™"s 4s 180 h
proton 1 keV 0,14 s 170s 180 h

Driftova rychlost elektrond a iontli vychazi stejnd, jde o drift zakiiveni, jehoZ hodnota zavisi
nejen na hmotnosti ¢astice, ale i na podélné slozce rychlosti, ob¢ zavislosti se vyrusi.

Poznamka: Dipdlové pole ubyva se tfeti mocninou vzdalenosti, proto astronomové vyjadfuji dipdlovy
moment planet a ostatnich téles jako soucdin pole na rovniku a tfeti mocniny poloméru. Jednotkou je
Tm®. Tato veligina je umérna skuteénému dipdlovému momentu (1.80).

1.4.4 Elektricky a magneticky monopdl
Magnetické monopdly sice neexistuji, ale Cisté teoreticky bychom mohli zkoumat pohyb
v poli elektrického a magnetického monopo6lu, u kterych jsou pole dana vztahy:

Op r r
E=——; B= —. 1.86
472'6'0 ]/‘3 QM ]/‘3 ( )

Celkem snadno lze ukézat, Ze se pii pohybu nebude zachovavat moment hybnosti, ale vektor

r

N=rxmv-Q0pOy—. (1.87)
r
Pojd’'me toto tvrzeni dokazat:
r

—=—|rxmv- —|=vxmv+rxF- — =

dt dt( OrOwm r) OOwm 2

@x-vr _
r r-vr_
QEI’X(4QE —+Vvx0y 3] QEQM_+QEQM( )
72'50 ]"
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(r- v)r

QEQM EEEM 1 (vx1) = 050y~ + 0p O - =0

Vektor N se pfi pohybu tedy zachovava. Pohyb se d&je po kuzelové plose s osou totoZznou
s vektorem N. Rostouci magnetické pole v pocatku soufadnic zpusobi, Ze kazdy néboj bude
odrazen silou —VB v n&jaké vzdalenosti 7y, od monopolu. Ma-li pohybujici se elektricky

naboj shodné znaménko s O, bude se odpuzovat a pohyb bude neomezeny, r € (7,;,,) -
Ma-li pohybujici se naboj opacné znaménko, bude se pfitahovat a pohyb bude omezeny,
7 € (Fmins"max ) - Hodnotu 7, miiZeme urcit ze zdkona zachovani energie.

A

1.4.5 Tokamak

V tokamaku (z ruského TOroidnaja KAmera v MAgnitnych Katuskach) je plazmové vlakno
stoeno do toroidalni geometrie, zdkladnim polem je foroiddlni pole sledujici plazmové
vldkno. Zpravidla je generovano civkou navinutou na plast’ toroidu. Pouhé toroidalni pole
vede na drifty, které zptisobi tnik nabitych ¢astic z vnitiniho prostoru tokamaku.

V toroidalni geometrii dochazi k driftu zakfiveni, ktery zpiisobuje separaci naboje, tim vznika
elektrické pole a nasledny E x B drift, kterym castice unikaji z prostoru toroidu. Tomu lze
¢astecné celit zkroucenim siloktivek pole dodate¢nym poloidalnim polem. Pohybem ¢astic po
kroucenych silokfivkach bude vlastné spojena oblast kladného a zaporného naboje, v jistém
slova smyslu dojde ke zkratovani separovaného naboje. Dodatecné poloidalni pole mizeme
ziskat rliznymi zpisoby. Jmenujme alespori:

1) stelarator — vinuti je Sikmé.

2) tokamak — torus je sekundarnim vinutim transformétoru. Tim v prostoru tokamaku

vznika elektricky proud, ktery generuje poloidalni pole.

> primarni
vinuti

S A

n(nn

sekundarni
Lvinuti“ - tokamak

3) multipoly — v pracovnim prostoru jsou vodice, které generuji poloidalni pole.
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Nasim cilem nyni bude urcit analytické vyrazy pro pole. Toroidalni pole musi podle
Ampérova zakona ubyvat se vzdalenosti od stiedu jako 1/7:

R
BT(")=BT07; Bro=Br(R). (1.88)

Velikost poloidalniho pole miZe byt na kazdém magnetickém povrchu s polomérem p (viz
obrazek) riizna a bude ubyvat se vzdalenosti stejn¢ jako toroidalni pole:

Bp(p,r)=3p0<p)§; Bpo(p) = Bp(p.R). (1.89)

Urc¢eme nyni projekce poloidalniho pole do radidlniho sméru a do osy z. Vyuzijeme k tomu
podobnost trojuhelnikli zvyraznénych na obrazku:

Rz
Bp,(p,r)=Bp COSﬂ:BPo(P)7;, (1.90)
. RR-r
Bp.(p,r)=Bp Smﬂ=BP0(P)7 - (1.91)
Ziejmé plati
Bi=Bj. +Bj.; pr=(R-r)’+z%. (1.92)

Predpokladejme, ze Castice nalétne pod uhlem a na vnéj$Sim okraji magnetického povrchu,
kde je pole z celého povrchu minimalni:

R
Bunin =+ BTo+Bpo(p) ——. (1.93)
R+p

Castice bude sledovat magnetickou silokiivku smérem do oblasti mensich hodnot r, kde pole
roste. K pfipadnému odrazu dojde podle zrcadlové rovnice v kritickém poli (1.75)

B, = Dmin_ (1.94)

c . :
s1n2a0

K odrazu dojde jen tehdy, pokud je kritické pole mensi nez maximalni pole na vnitinim okraji,
tj. Castice se na své pouti setkd s dostatecné silnym polem, které ji otoci:

R
B, < Binax =\ Bt +B§0(P)E- (1.95)

Kombinaci poslednich tii rovnic ziskdme podminku pro otoceni pohybu ¢astice:
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. R-
sm2a0> P )
R+p

(1.96)

Neni-li podminka splnéna, Castice se pohybuje po silokfivce kolem dokola magnetického
povrchu. Je-li podminka splnéna, odrazi se v ur¢itém misté zpét. Diky driftim vznika v fezu
tzv. bananova orbita pojmenovana podle tvaru trajektorie gyrac¢niho stredu

————

7 . . IUREN
/ N \ NN
/ N \ RN
/ \. \ . \
y v ; : § : P
f'\ B¢>Bmax ; 1 Bc<Bmax - ; Be<Bmax - | ,'
: 1 : L I : _ . 4 f
A / ; bez driftd : /: : drity : , /)
DY 7 ; VA : VA
S // : // : 1/ 7
e e ; ; ol ; : =
Bc  Bmax Bmin B B¢

V nasleduyjici tabulce je porovnani tokamakl Tore Supra a JET s obiim experimentalnim
tokamakem ITER (International Thermonuclear Experimental Reactor), ktery bude postaven
v Cadarache ve Francii kolem roku 2020 v ramci mezinarodni spoluprace.

Parametry Tore Supra JET ITER
;‘;’;miﬁﬁe”ce 2,25 3 6,21
Polomér plazmatu [m] 0,7 1,25 2,0
Objem plazmatu [m3] 25 155 837
Proud v plazmatu [MA] 1,7 5+7 15
Magneticke pole [T] 4,5 3,4 5,3
Délka pulsu [s] ~100 10 > 300
Typ plazmatu D-D D-D/D-T D-T
Termonuklearni vykon ~1kW 50 kW /10 MW 500 MW

ITER
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1.4.6 Plazmové viakno, souvislost s tekutinovym modelem

aa\ x

i ¢
—>
—>
RS r z
y

Piedstavme si nyni nejjednodu$s$i rovnovézné plazmové vldkno protékané elektrickym
proudem podle obrazku. Magnetické pole méd jen azimutalni smér a jedinou nenulovou
slozkou je B,. Uvnitf vlakna musi byt magnetické pole se vzdalenosti od stfedu rostouci —
plyne to z Ampérova zakona, vétsi silokiivka uzavird vétsi plochu a teCe ji vétsi celkovy
proud. Vné vlakna pole ubyva jako 1/r. Pohyb castic vné vlakna je jednoduchy, budou
podléhat driftu zaktiveni (kladné cCastice driftuji ve sméru osy z) a grad B driftu stejného
sméru. Vysledkem je drift ¢astic podél vlakna.

Zaméime se ale na pohyby ¢astic uvniti vldkna. Naleznéme rotaci magnetického pole B:

rotB:,uorot(H+M):,uo(jC+aa—]t)+ij. (1.97)
V zéavorce je celkovy proud tekouci vldknem. Prvni €len pfedstavuje vodivostni proud,
ukazeme, ze je tvoren driftem zakiiveni a grad B driftem Castic uvniti vlakna. Druhy ¢len je
v naSem pfipad¢ statické rovnovahy nulovy (v pfipadé Casové proménnosti by souvisel
s polarizacnim driftem). Posledni ¢len je magnetizacni proud jy =rot M — ten vznikéd diky
Larmorovské rotaci ¢astic, kterd neni sousednimi ¢asticemi kompenzovana piesné na nulu.
Odvod’'me nyni vztahy pro jednotlivé proudové hustoty uvniti vldkna.

m Proud zpusobeny grad B driftem

Pro stfedni proudovou hustotu miizeme za pomoci koncentrace a rychlosti nosi¢ti ndboje psat
jVB = <2Qanava> .
o
kde sumace probiha pies elektrony a ionty, stfedovani pres vSechny Castice. Za rychlost
dosadime driftovou rychlost (1.68) a vyuZijeme cylindrické symetrie proudového vldkna:

2
1 mevaJr m;Vi, \ 0B

jvg=——7=(n n —e._.
Jvs Bz e b 1 > or z

Piipomenme, ze pole uvnitf vlakna s rostoucim r roste a tedy derivace 0B/0Or >0 .
Z geometrie problému je ziejmé, ze grad B drift mifi v zaporném sméru osy z. Stiedujme nyni
kolmou slozku kinetické energie. Kolma slozka ma dva stupné volnosti a proto plati

2
muv7y 1
=2-—kgT =kgT
(") -2t

a tedy

CEN— R

. 1
Jv3=—F("ekBTe +nikBTi)5ez = TRt | (1.98)
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m Proud zpusobeny driftem zakfiveni

Podobn¢ jako pti grad B driftu uréime z driftu zakfiveni (1.68) proudovou hustotu
. 1 2 2
IR = E<neme Vg T1im; Ui||> €.

Vypocteme sttedni hodnotu slozky kinetické energie (Castice ma jeden stupen volnosti podél
magnetického pole)

mop\ 1,1
2 2 BT T o7B

a pro proudovou hustotu zpiisobenou driftem zakiiveni mame vysledny vztah

. 1 p
Jr :E(nekBTe +nikBTi)ez = g% (1.99)

m Magnetizacni proud

V piipadé homogenniho plazmatu a konstantniho magnetického pole je proudovy piispévek
od soustavy shodné¢ Larmorovsky rotujicich castic nulovy. Je-li pole nehomogenni, jsou
Larmorovy orbity v riiznych mistech rtizné a primérny piispévek k tekoucimu proudu mize
byt nenulovy. Podobné v nehomogennim plazmatu v nékterém sméru nardsta pocet nosici
naboje a pii prumérovani piispévku k celkovému proudu dostaneme nenulovy vysledek.
Magneticky moment jedné ¢astice je
2
_mv)
73 25 e,. (1.100)
Poznamka: Gyrujici nabita ¢astice generuje vlastni magnetické pole, které ma opacny smér nez pole
plvodni. Hovofime proto o diamagnetizmu plazmatu. V soufadnicové soustavé na obrazku ma
puvodni magnetické pole smér —e,, magneticky moment ¢astice ma smér +e,,.

Nyni uré¢ime celkovou magnetizaci a opét vystiedujeme pies kvadraty rychlosti:

2 2
<nemevej_ +”imiviJ_> (nekpTe+niksTi)
M= %naua = B e, = 2 e(ngeq).
Magnetiza¢ni proud ur¢ime v zadané geometrii jiz snadno:
: 1o( p
=rotM=———r—le,|. 1.101
Jid r@r( B) ( )

Na zavér ukazme, ze soucet vSech tii proudovych hustot odvozenych vyse da celkovy proud
tekouci plazmatem:

. . . 0B 10 10
JVB+]R+]M=_£ +£———( p)= L

325 rB ror\' B Bor’
Zieyme tedy plati
. . ) 0
(JVB+JR+JM)B=——p,
or

coz je podminka rovnovdhy jxB=-Vp, ve které¢ vystupuje celkovy proud. Mikroskopické
procesy jsou tak pfirozenou cestou provazany s makroskopickymi proudy v kontinuu
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2. STATISTICKY PRiISTUP - NEROVNOVAZNA STATISTIKA

Piedpokladejme, Ze systém miize byt slozen z nékolika druhi ¢astic (elektrony, neutraly,
ionty), které budeme oznacCovat indexem . V celé této kapitole plati s¢itaci konvence pro
indexy psané latinkou (7, J, k,...). Neplati pro fecké indexy popisujici druh ¢astic. Oznacme
hustotu pravdépodobnosti vyskytu ¢astic druhu o

Jou = fo(t,X,v,) .

V termodynamické rovnovaze hustota pravdépodobnosti nezavisi na Case a splyva
s kanonickou nebo grandkanonickou rozdélovaci funkci p. Hustotu pravdépodobnosti
zavislou na ¢ase budeme normovat vzhledem k poctu castic, tj.

-[fa(t’x’va)d3va = n,(t,x);

! @.1)
[fotx v )dxd’v, = N, (0);
Integrovanim ptes rychlostni prostor ziskdme koncentraci ¢astic
n, = lim AN,/AV (2.2)

AV—0

a dostaneme se tak na pozici kontinua. DalSim stfedovanim pies prostorové promeénné
ziskame celkovy pocet Castic N,. Pfi stfedovani obecné proménné 4 musime vzhledem ke
zpusobu normovani pravdépodobnosti vysledek délit souc¢tem vsech pravdépodobnosti:

[4f.exv)dv, [Ar.exv)dxd,

Ld(t,x)=(A4). = ; Ait)=(4) = (2.3)
O Jratx v, e [fatxv)dxdy,

Veli¢ina .#/(¢,X) ma vyznam hustoty veli¢iny 4. Diky normovani je

! [Af,txv)d v, = n,(t,).4(tx) . (2.4)

2.1. Boltzmannova rovnice

2.1.1 Rdzné varianty Boltzmannovy rovnice

Hustota pravdépodobnosti vyskytu ¢astic druhu « se s Casem méni z diivodu srazek castic se
sebou samymi i s ostatnimi druhy:

d
Efa(taxava):%sa[)’

Cleny napravo se nazyvaji Boltzmannovy srazkové integraly a budou diskutovany v piisti
kapitole. RozepiSme tplnou derivaci na levé strané:

dv
afa +afa dxk + ka ZSO!,B
at 6xk dt avka

Sumacni konvence plati v pfedchozim vztahu jen pro indexy psané latinkou, pro fecké nikoli.
Casové derivace poloh jsou rychlosti a Casové derivace rychlosti jsou zrychleni, kterd
vyjadiime pomoci sily z druhého Newtonova zakona:

F
ey o, Fia 01 =35,

ot ox, m
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Cleny pfies které se s¢ita, zapiSeme jako piisobici operatory:

of,
ot

+ (Va'Vx)fa + L(Foz'vv)fo{ = ZSa,B' (2.5)
m,, 7

Odvozend rovnice se nazyva Boltzmannova rovnice a je zdkladni rovnici statistiky
nerovnovaznych procesii. Cleny na pravé strané se nazyvaji Boltzmanniv srazkovy integral
(Ize je vyjadiit jako integral ptes ¢ast fazového prostoru). Podle moznych zplisobt vyjadieni
srazkového integralu tuto rovnici nazyvame riznymi zpiisoby:

34

Boltzmannova rovnice: SrazKy jsou zcela obecné a vyjadiuji se pomoci srazkového
integralu (viz kapitola 2.1.2). Boltzmannova rovnice je pojmenovéana podle Ludwiga
Boltzmanna (1844—-1906), rakouského fyzika a zakladatele statistické fyziky.

Fokkerova-Planckova rovnice: Srazkovy ¢len zapocitava jen parové Coulombovy
interakce, pro které¢ je ucinny prifez dobfe zndm. Rovnice je pojmenovana podle
Adriaana Daniéla Fokkera (1887-1972), holandského fyzika a muzikanta a podle
Maxe Plancka (1858-1947), rakouského fyzika a jednoho ze zakladateli kvantové
teorie. Specialnim pifipadem Fokkerovy Planckovy rovnice je Landauova rovnice.
Jako dolni mez parovych Coulombovych srazek zvolime zdmérnou vzdalenost, pii
které se srazejici se Castice odchyli o pravy uhel (srazky na mensi vzdalenosti jsou
malo pravdépodobné) a jako maximélni zamérnou vzdélenost srazky Debyeovu
vzdalenost (vzdalenost pfirozeného stinéni bodovych zdroji). Rovnice je
pojmenovana podle Lva Davidovi¢e Landaua (1908-1968), sovétského teoretického
fyzika a nositele Nobelovy ceny za fyziku pro rok 1962.

BGK rovnice: Ptedpokladame, ze systém neni prili§ daleko od lokalni termody-
namické rovnovahy f;p a srazky zplsobuji jeho navrat do této rovnovahy, srazkovy

¢len ma jednoduchy tvar S, = (Af, /At).q =—(fy — fLg) 7c = V. (fy, — fLE) » kde 7,
je stfedni doba mezi sraZzkami a v, je srazkova frekvence (charakteristicka konstanta).
Rovnice je pojmenovana podle autoril, jimiz jsou indicky matematik Prabhu Lal

Bhatnagar (1912-1976), americky teoreticky fyzik Eugene P. Gross (1926—1991)
a americky matematik a astrofyzik Max Krook (1913—-1985)

Vlasovova rovnice: Srazky zcela zanedbavame (na pravé strané je nula) a pusobici
silou je jen Lorentzova sila. Nejméné piesnd, ale nejcastéji pouzivand aproximace.
Rovnice je pojmenovana podle Anatolie Alexandrovice Vlasova (1908-1975),
sovétského teoretického fyzika, ktery se po vétSinu Zivota vénoval statistické fyzice.



Teorie plazmatu Statisticky pfistup — nerovnovazna statistika

Priklad: UkaZte, Ze staciondrni feSeni Boltzmannovy (Vlasovovy) rovnice vede na kanonické
rozdéleni. Reste v jedné dimenzi, pro jediny druh ¢astic, které nepodléhaji srazkam a pro
potencialni silové pole F =—-dV/dx.

Reseni: Z Boltzmannovy rovnice v tomto piipadé zbude
pof _1dVof _
ox m dx Ov
Rovnici feSme substituci f(x,v) = F(x) G(v) . Pokusime se separovat proménné:

dF 1dV _daG dF 1 daG
v—G - —F— =0 — - = =
dx mdx dvu Fdv m Gudvu

Na levé strané rovnosti jsou vSechny proménné funkci soufadnice, na pravé strané funkci
rychlosti. Je zfejmé, ze maji-li se sobé rovnat dvé funkce rliznych proménnych, musi byt obé
konstantni. Ozna¢me tuto konstantu — £ :

LdF 5 dFF:—,BdV = F()=K, exp[-fV(x)]

Fdv
1 d_G:_,B = d—G:—ﬂmvdv = Gv)=K, exp[—ﬂmvz/Z]
mGv dv G

Celkové feseni je
mu?
f(x,v)=F(x)-G(v)=Kexp|—f T+ V(x)

Reseni ma skuteéné charakter kanonického rozd&leni. Hodnotu koeficientu £ bychom zjistili
porovnanim s termodynamikou, stejné€ jako pii odvozeni kanonického rozdéleni [3]. Vyjde

.

= (2.6)

B=

¢

Poznamka: Z rovnovazného rozdéleni a kvazineutrality plyne okamzité rovnice pro pomérné
zastoupeni iontd rizné nasobnosti v plazmatu. Tuto rovnici poprvé odvodil indicky astrofyzik Mehd
Nad Saha (1893—-1956) v roce 1920 a nezavisle na ném v roce 1923 také americky fyzik a chemik
Irwing Langmuir (1881-1957). Dnes se zapisuje ve tvaru

)3/2

=C C= ; (2.7)

Rinle giv18e { €iv1 —€; } (ZﬂmekBT
= exp|—————|;  C= g
i 8i (272h)

kde g; je stuper degenerace pro ionty nasobnosti i, g. je stupen degenerace elektron(, zpravidla se
poklada roven 2, ¢; je energie potfebna k vytvoreni iontu nasobnosti i (k odstranéni i elektront z obalu).

Faktor (21mh)" je velikost jednoho kvantového stavu elektronu ve fazovém prostoru, podrobnéji viz [3].
Sahova rovnice se Casto pouziva pro uréeni koncentrace elektronl pfi jednonasobné ionizaci, kdy

ni = Ne:

2 2
”_e=cﬁexp[__f } (2.8)
ny 8o kT

kde / je ionizagni energie.
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m Boltzmannova rovnice v chaotickych rychlostech

Vzdy musime rozliSovat mezi tfemi rychlostmi:

v, fadzova proménna
u,(t,x)= <V a> rychlostni pole (priimérna, sttedovana rychlost) (2.9)
W,=V,—u, chaoticka (tepelnd) slozka rychlosti

Doposud jsme vyuzivali fdzovy prostor se sedmi proménnymi (¢,x,v,). Fazova rychlost
obsahuje ¢ast odpovidajici proudéni i tepelnou ¢ast (v, =u, +w,). Nékdy je vyhodné
pracovat s proménnymi obsahujicimi jen tepelnou ¢ast pohybu, tj. provést transformaci

(t’ X’ Va) 9 (t7 X’wa)'

V Boltzmannov¢ rovnici potom musime nahradit derivace a rychlosti podle schématu:

d o Ow o 9 Odu 9

— > —+— = —

d o Owp 0 o Oup 9
—_— > + = - ,
Ox; Ox; Ox; Owy,  Ox; Ox; 0wy
o 0

(?vj awj ’

Vysledek je
fa FO.’ dua 6fa afa
w, -V &2 |2 _|(w,-V,) S,5
dt ( )f m, dt awa [( a :I z ap
5 (2.10)
kde —=—+u,-V,
t ot

2.1.2 Boltzmannuv srazkovy clen

V této kapitole se budeme zabyvat pravou stranou Boltzmannovy rovnice, tedy srazkami.
Piedpokladejme pruznou srazku dvou Castic o a f.

Nejprve piejdeme od rychlosti ¢astic v, a vz krelativni v,z a t€ZiStové v g rychlosti.

Transformace jednim smérem ma tvar:
Vaﬂ =V, — Vﬂ )

MgV + MgV g (2.11)

VvV =
(@f) mg + Wlﬂ
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Inverzni transformace ma tvar (determinant matice je roven jedné, takze staci najit ke
kazdému prvku subdeterminanty, opatfit je znaménkem a poté vzniklou matici transponovat):

m
vV, =V +——V,3;
a = V(ap) My +my af
(2.12)
V=V -y
B~ Y(ep) My +mpg af
Zformulujme v novych proménnych zédkon zachovani energie a hybnosti:
P=myV, +mpgVg=(m,+mg)Vpz) =const,
1 > 1 5, 1 ) 1 mgmg (2.13)
E=—m, v, +—mgvy=—(m,+mg)v + —————v_ 3 =const.
S MaVa * 5 mpVp =5 (g +me) Vigp) Yy emy

Zakon zachovani hybnosti vede na zachovani tézistové rychlosti. Zakon zachovani energie
v kombinaci se zdkonem zachovani hybnosti vede na zachovani velikosti vzajemné rychlosti:
o TezZistova rychlost obou castic se pri srazce nemeni.
o Velikost vzajemné rychlosti dvou castic se pri srazce neméni.
V(qp) = const,

2.14
| Vop | = const. @19

Jedina veliCina, kterd se pfi srdzce méni, je smér vzajemné rychlosti. Zaved'me proto dvé
nov¢ veli¢iny charakterizujici srazku:

gaﬂ E| Vaﬂ |7

Ve (2.15)
K,y = .
‘Vaﬂ‘

Prvni veli¢ina je velikost vzajemne rychlosti a po celou dobu srazky se neméni (g3 = g;xﬂ ).

Druha veli¢ina je smér vzajemné rychlosti a pfedstavuje 2 stupné volnosti srazky (dve slozky
vektoru Kk, tfeti 1ze dopocitat, protoze jde o vektor jednotkovy). V literatuie se ¢asto oznacuje
vzajemna rychlost symbolem g, neboli v,z =g,4.

m Ucinny prarez srazky
Standardné se zavadi ucinny priiez srazky Castic druhu o nalétavajicich na Castice druhu f
pomoci vztahu pro srdzkovou frekvenci

Va =2 Vap =D 0uplglss (2.16)
p s

Ucinny prifez je definovan jako ,,0¢innd plocha* ¢astice £ na kterou nalétava Castice o
Frekvence srazek je pak samoziejmé umérna u€innému prufezu, prumeérné hodnoté vzajemné
rychlosti obou druhti ¢astic a koncentraci cilovych ¢astic.

V naSem piipad¢ srazky dvou Castic zavedeme ucinny prifez zcela analogicky — pljde o
podminénou pravdépodobnost (za podminky konstantniho g, ), kterou oznacime
o(kop 1Ky 5 80p)
a kteréd je normovana tak, aby
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Cji_j}:gaﬂ O-(kaﬂ|k’a,b’;gaﬂ)d2k’aﬂ (2.17)
byla ¢asovd zména podminéné pravdépodobnosti, ze jednotkovy vektor ve sméru relativni
rychlosti bude po srazce lezet v intervalu (ki 5, kp5 +dKz) .
Utinny priifez se neméni pii:

e obraceni pohybu ¢astic: o(Kop | Kyp s 8ap) = 0(=Kop [—Kep 5 80p),

e pfiinverzi soutadnicové soustavy:  o(K,g |Kpp 5 808) = 0(-Kyp | =Ky 5 80p)-

Z obou vlastnosti plyne dilezity symetricky vztah

! G(kaﬂ |k,a,b’ ;gaﬂ) = O-(k’(xﬁ ‘kaﬂ ;ga,b')' (218)

m Boltzmannuyv srazkovy integral

Nyni jiZ miZzeme napsat srazkovy Clen na pravé stran€ Boltzmannovy rovnice jako

Sop = [[ Lu & XV [5(E %,V ) = £ (6%, V) f5(t%,v ) |

o (2.19)
‘Sap O-(kaﬂ |k'a/3 ;gaﬂ)d k;xﬁd Vg

Interpretace je ziejmd. Pravdépodobnost srazky dvou castic je tumeérna soucinu hustot
pravdépodobnosti obou castic (tj. vyskytu Castic v daném misté fazového prostoru) nasobené
ucinnym prifezem srazky. Prvni ¢len popisuje ptiznivé jevy, kdy ze vSech ostatnich oblasti
fazového prostoru se po srazce Castice dostanou do daného mista fazového prostoru. Druhy
¢len jsou nepfiznivé piipady, kdy Castice z daného mista fadzového prostoru po srdzce uniknou.
Integrace je provedena pies volné parametry srazky. Diky vlastnosti (2.18) bylo mozné oba
ucinné prufezy zapsat jednotné a vytknout z hranaté zavorky. Srazkovy ¢len ve tvaru (2.19)
znamena automaticky ptfedpoklad, Zze par interagujicich Castic neni nijak korelovany. Tento
ptedpoklad nékdy nazyvame podminkou molekuldarniho chaosu.

m Srazkovy invariant

Ozna¢me y, né&jaky sumacni invariant (hmotnost, hybnost, energie), pro ktery plati

WatWp=Vat¥p. (2.20)
Potom pro srazkovy ¢len plati velmi dilezity vztah
! Y[ VaSapd®vy = 0. (2.21)
a.p

Dukaz tohoto vztahu je sice jednoduchy, ale pon€kud pracny a proto ho miize méné pozorny
student vynechat.

Dukaz:

S= ZI‘//aSaﬂd3va :ZJ.Wa |:f0'cf['3 _faf[)’]gaﬂ O-(ka[)’ |k,aﬂ ;gaﬂ)dzk’aﬂd3vad3vﬂ
a.p aff

V integraci provedeme transformaci k t€zistové a relativni rychlosti podle schématu
3, 43 3 3 3 2 2
d Vad Vﬂ =d V(O(ﬁ)d Vaﬂ =d V(Olﬂ) ga,B dgaﬁ d kaﬁ .
Vysledek bude
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"o 3 ' 29,1 2 3
SZZJ.Wa [fafﬁ _faf[)’}gaﬂ O-(ka[)’ |kaﬁ ;gaﬂ)d kaﬂd kaﬂ dgaﬂd Vap) -
off

Nyni zaménime ¢arkované a ne¢arkované veli¢iny a pouzijeme relace

8ap =8ap>  Viap)=Vwp OKIK g =0k [k gus)

Vysledek bude
' ropr 3 ' 29,1 2 3
S= Zjl//a [fafﬂ _fafﬁ]gaﬂ U(kaﬂ |ka,8 ;gaﬂ)d kaﬂ d kaﬂ dgaﬂ d v(aﬂ) :
off

Jako dalsi krok provedeme symetrizaci, napiSeme vysledek jako polovinu posledniho kroku
a polovinu pfedposledniho:

S =%azﬁ:j(!//a —l//'a)[fo'gf/} - fafﬂ]giﬂ o(Kyp | Kyp s gaﬂ)dzk'a/z dzkaﬂ dg.p sz(aﬂ) :
V dal§im kroku zaménime indexy « a fa opét provedeme symetrizaci:
5= izﬂ JWa+ w5 ==V Sy = Fufp )8 0+ AR Aoy d 8 AN )
Pro sumacni invarianty je ale prvni zavorka nulova a proto S =0. .

2.1.3 Rovnice prenosu (momentova rovnice)

Casto nepotiebujeme pravdépodobnostni informace o celém fazovém prostoru, ale postaci
nam informace jen o vyvoji dynamickych proménnych v ¢ase a v poloze. Pfes informace
orozlozeni v rychlostech je mozné vystfedovat. Nezapomeiite, ze pravdépodobnosti jsou
normovany k poctu ¢astic a proto podle (2.3) je

J-vafa(t,x,va)d%a
[fatxv)d’v,

Ztrata informace o proménné v, zpiisobend stfedovanim vede od statistiky k rovnicim

u,(t,x)=

kontinua. Vynasobme Boltzmannovu rovnici (2.5) libovolnym sumaénim invariantem
¢, (v, ) avystitedujme pies rychlostni proménné:

afa ¢0¢ =
I¢a7d3Va + I¢a(va'vx)fad3va + IE(FQ'Vv)fadi;va N j¢a§Saﬂd3Va.

Postupné nyni upravime vSechny tii Cleny na levé strané:

Prvni ¢len:
of 5 5 0
J.¢a(va)6_tad3va = a_[¢a fa d3va :Ena(tax)<¢a>v = a<na ¢a>v .
Druhy clen:
of 5 5 8
I¢a (Va )Uka ﬁaﬁva = a_‘-¢a (Va )vkafa d3va = ana (, X)<¢avk0€ >v = a<na¢avka >v
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Treti clen:

m avka

a ko o

J'¢a(va) Fka(taxa Va)%aﬁva (pj') |:¢aFkafa i| - LJ- ¢ [¢a Fka]fa d3va =
m ov o0 Ma

1

=—m—<na%(¢aFa)>

a v

Pii upravé tretiho ¢lenu musime piedpokladat, ze silové pole mize byt i funkci rychlosti
(naptiklad magneticka slozka Lorentzovy sily). Provedli jsme integraci per partes. Prvni Clen
je nulovy, protoze na hranicich oblasti pfedpokladdme nulové hustoty pravdépodobnosti
vyskytu ¢astic. Stredovanim ptes rychlostni prostor z Boltzmannovy rovnice zlistane

0 0 1 0
! 5<”a ¢a>v + a_xi<”a¢a Uia>v - Z<na E(¢QF0,)>V = I¢a§5aﬂ d’v,. (222

Jde o rovnici pienosu (momentovou rovnici), ktera je zdkladem teorie kontinua. Nez si o této
rovnici fekneme trochu vice, napiSme ji pro elektromagnetickou interakci

F,=0,E + Q,v,xB.

Pti derivovani tietiho ¢lenu v rychlostech musime ptejit bud’ ke slozkdm nebo vyuzit definice
vektorového soucinu pres Levi-Civitiv tenzor. Postup je pfimocary s vysledkem:

%<na ), + Vx ~<na¢a V“>v —g—“<na (E+v, xB).%

a

> :I¢azsaﬂ d3va (2.23)
v B

Poznamky:

e Statisticka fyzika vyuziva proménné (¢, X,Va). Po stfedovani pres rychlostni prostor ztracime
¢ast informace. Vystfedované proménné jsou jen funkci (¢,X). Sama stfedni hodnota rychlosti

u, (z,x) se ale vrovnicich kontinua samoziejmé objevuje. Jen ztracime statistickou informaci
o rychlostni ¢asti fdzového prostoru.

e Cela rovnice pfenosu ma tvar rovnice kontinuity. Prvni Clen je Casova derivace hustoty aditivni
veli¢iny, pak nasleduje divergence toku veli¢iny. Treti ¢len odpovida zdrojovym ¢&lendm od poli
a prava strana zdrojovym ¢lendm od srazek. Proto se rovnici fika rovnice pfenosu — popisuje, jak
teCou (pfenasi se) rizné veliciny.

e Vrovnici pfenosu je volna funkce rychlosti ¢a. Za ni se dosazuji rizné mocniny rychlosti a tim
ziskavame tzv. momenty Boltzmannovy rovnice. Proto se rovnici pfenosu fika momentova rovnice.

e Pokud byla funkce ¢, sumacnim invariantem, bude po secteni vSech rovnic (2.23) prava strana

nulova, tj. ¢leny od srazek se vyrusi. Plyne to okamzité ze vztahu (2.21):

§5<na ¢0‘>V +VX '<na¢0€ Va>v —m—a< (E+Va XB)W>V =0.

a
Tomuto pfiblizeni fikame jednotekutinovy model a velmi Casto se pouziva.

e Pro nulty moment muzeme polozit @, rovno m, a v jednotekutinovém pfiblizeni dostaneme
rovnici kontinuity:

ot ox;

1

0 o . .
—p+—Jj;=0; pEZpa, JEZmana“a
a a

Z rovnice kontinuity pocitame ¢asovy vyvoj hustoty (nultého momentu Boltzmannovy rovnice). Ve
druhém ¢lenu se ale objevila nova veli¢ina — tok hmoty j obsahujici stfedni hodnotu rychlosti
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proudéni. Proto musime mit i rovnici pro €asovy vyvoj toku hmoty (hustoty hybnosti) neboli
pohybovou rovnici. Ziskame ji jako prvni moment Boltzmannovy rovnice polozenim ¢, = m v, :

2,25
ot 0x

V pohybové rovnici se objevuje dalSi nova veliina — tenzor tlaku. Obsahuje dynamicky tlak (tok
hybnosti), bé&Zzny tlak latky (skalarni slozka odpovidajici chaotickému pohybu), viskozitu
(tenzorova cast tlaku) a u elektromagnetické interakce Maxwelliv tenzor pnuti (tlak zpusobeny
pfitomnosti elektrickych a magnetickych poli. Jako dalsi moment Boltzmannovy rovnice ziskame
rovnici pro ¢asovy vyvoj tenzoru tlaku (odpovida rovnici pro pfenos energie, jde o kvadraty
rychlosti):

0 0
—P.+—Q0;,, =0.
ot ij axk szk

V druhém ¢&lenu se opét objevuje nova veli€ina popisujici tepelny tok. V této procedufe bychom
mohli pokraCovat libovolné daleko a ziskdme tak nekonecnou posloupnost momentovych rovnic
pro kontinuum. V praxi se soustava uzavira né&akym algebraickym vztahem (napfiklad
Fourierovym zakonem pro tepelny tok) po koneéném poc¢tu momenta.

V teorii plazmatu se €asto vyuziva i vicetekutinovy model (plazma se sklada z tekutiny elektrond,
tekutin rdznych typd iontd a tekutiny neutralnich ¢astic). V tomto pfiblizeni nevymizi srazkové
¢leny a je tfeba s nimi pocitat.

o prislusné polni rovnice. Postaci-li nam informace na drovni kontinua, opirame naSe vypocty
0 soustavu momentovych rovnic.

Odvod’'me nyni prvni tfi momenty Boltzmannovy rovnice zapsané pomoci stfedni rychlosti
proudéni u, =<v, > a tepelné rychlosti w, =v,—u, . V momentové rovnici (2.23)

dosadime za ¢, postupné funkce m,nebo Q,, m, v, a m avé /2 apoté rychlost rozdélime

na uspofadanou a tepelnou ¢ast v, =u,; +w,; . Nezapomeiite, ze <w, >=0.
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2.2. Prechod od statistiky ke kontinuu

2.2.1 Nulty moment (zachovani hmoty, naboje a poctu ¢astic) — ¢asticova cast
Za funkci @, postupné dosadime skalary m,, O, a 1. Tim dostaneme zdkony zachovani

hmotnosti, ndboje a poctu ¢astic. Pro nulty moment jsou srazkové €leny vSech pravych stran
nulové, nebot se coulombickou srazkou neméni hmotnost, naboj ani pocet Ccastic.
Ptipometime, Ze v celé této kapitole plati scitaci konvence pro indexy psané latinkou (i, J,
k,...). Neplati pro fecké indexy popisujici druh ¢astic. Pokud bude potfeba index psat do horni
Easti symbolu, umistime ho do zavorky, aby se odli§il od mocniny. Sikmo jsou sazeny jen
proménné, do kterych Ize dosadit. Vysledné zdkony zachovani (rovnice kontinuity) jsou:

B oy (m-)
pm,a + ]k =0 ,
6t axk
0 -(Q,x)
PQa . Ui~ _ 0, a =eiiin,... (2.24)
8t Oxk
on

a 4 anauak -0.
8t 6xk

Nékdy je namisto slozkového zapisu vhodny invariantni zdpis (nezdvisly na zvolené
souradnicové bazi):

ot m,

221G joa =0, a =ejiin,... (2.25)

V Casovych derivacich vystupuje postupné hustota hmoty, hustota ndboje a koncentrace ¢astic
druhu a. V prostorovych derivacich je tok hmoty, tok naboje a tok poctu ¢astic druhu «.
Vsechny tyto veli¢iny jsou jiz jen funkci ¢asu a prostoru a jsou definovany vztahy (pouzijeme
jen invariantni zapis):

3
Pm,a = Mgl =J-mafad Voo

PQa = Oy = .[Qafad3va

3 (2.26)
Jm,e = Mgl =.[mavafad Vao
. 3
JQ,a =Qanaua =IQaVafad Va s
Po secteni momentovych rovnic pro vSechny druhy ¢éstic (ptes «) ziskdme
0P = .
—2+V-j,=0,
ot Jm
Py =
_+ V . = O . 2.27
or JQ ( )
on -
—+V-(nu)=0,
= TV ()
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kde jsme oznacili

mea zma Ry s pQEZpQ,a:zQana’
Zlma Zma 0 I P ZJQa ZQa nyu,, (2.28)

zma nauy
n=Sn, . u= .
z Zm

ana

2.2.2 Nulty moment — polni ¢ast

Vypocet poli pro Boltzmannovu nebo momentovou rovnici vychazi ze soustavy
Maxwellovych rovnic

divD=pg, (2.29)
divB=0, (2.30)
rotE :—a—B, (2.31)
ot
oD
rotH=jo+— 2.32
io o ( )

Zdrojové Cleny jsou dany vztahy

PQ =20l = L] Oufud s
.]Q = ZQanaua = ZJ.QaVafad3va

Zdrojové Cleny Maxwellovych rovnic jsou v souladu s nultym momentem Boltzmannovy
rovnice. Pokud secteme parcialni derivaci rovnice (2.29) podle ¢asu a divergenci rovnice
(2.32), obdrzime zakon zachovani naboje

(2.33)

6t

ktery jsme jiz odvodili jako nulty moment Boltzmannovy rovnice (2.27).

V odvozeni dalsich momentii budeme predpokladat, Ze v popisovaném plazmatu plati linearni
zavislost mezi obéma elektrickymi vektory E a D a obéma magnetickymi vektory B a H.

2.2.3 Prvni moment (zachovani hybnosti) — ¢asticova cast

Do momentové rovnice nyni dosadime za ¢, vztah pro /-tou slozku hybnosti ¢, =m v,

ktera je sumacnim invariantem. Po dosazeni budou mit momentové rovnice pro jednotlivé
druhy castic tvar:

0 0
E(namaual)+8—(nama <Ualvak>v) =n,0, (E+ua xB)l +J‘mavalZSaﬂd3va
X B

Prvni €len je ¢asovou zménou hustoty hybnosti ¢astic druhu a. Druhy clen je prostorovou
derivaci toku hybnosti. Tok hybnosti je tenzorem druhého fadu, nebot’ kazda slozka hybnosti
muze téct ve tiech nezavislych smérech. V tomto ¢lenu rozepiSeme rychlosti na chaotickou
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a uspofadanou ¢ast dle vztahu v, =w,; +u,, aroznasobime. Cleny umérné prvni mocniné

chaotické rychlosti maji nulovou stfedni hodnotu a vypadnou. Zistanou jen dva ¢leny. Prvni
souvisi s uspofadanou slozkou rychlosti a nazyvame ho dynamicky tlak D,;. Druhy souvisi

s chaotickym pohybem a nazyvame ho tenzor tlaku P,;. Celd leva strana ma tvar rovnice

kontinuity a tedy tvar zdkona zachovani /-t¢ slozky hybnosti. Nenulové ¢leny na pravé strané
znamenaji, ze se hybnost nezachovava. Prvni c¢len popisuje nezachovani zpiisobené
pritomnosti poli (elektromagnetické pole predava hybnost ¢asticim) a druhy nezachovani
hybnosti zpisobené srazkami. Vysledny vztah tedy je:

0 0
PRCAP S A (2.34)

kde jednotlivé ¢leny jsou definovany takto:

— _ 3 .
Val =NgMalh gl _maJ.Ualfad Vas

3

Tlsca) = namaualuak +nama <w011 wak>v =D[(]?) +])lg€a) .

Dl(/?) ShgMollgUagk s

P = namy <w“lw0‘k>v = ma_[(val 1y YUy —tig i) fd Vy ; (2.35)
fa1=n,0, (E+“aXB), =(pQ,aE+jQ,a XB)] :

Iy Emaj”a/§5aﬁd3va )

Cleny jsou vazany na druh &astic a a postupné maji vyznam: hustota hybnosti, tenzor toku
hybnosti, tenzor dynamického tlaku, tenzor tlaku, hustota Lorentzovy sily, ¢asovd zména
hustoty hybnosti zplisobena srazkami. ZapiSme nyni zakon zachovani hybnosti ¢astic druhu a
invariantn¢:

L

> L+, (2.36)
kde pro jednotlivé ¢leny nyni mame

_ _ 3 .
a ENgMaUy _ma.[vafad Vas

<

] ¢

o =Ny @y +n,m, (W, ®W, ) =D, +P,;

ﬁa =n,myu,Ou,;

By = (W, ©w,), =, [V u ) u Sy, O
fa EpQ’aE+jQ’axB;

f‘a Ejmava§saﬂd3va.

Casto byvéa zvykem tenzor tlaku souvisici s chaotickou slozkou rychlosti formalné rozdélit na
dvé casti tak, aby jedna Cést pfedstavovala skalarni tlak a druha (tenzorova) méla nulovou
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stopu. Tato ¢ast odpovida viskozit€ a viskozni tenzor se oznacuje zdpornym znaménkem
(ptisobi proti toku hybnosti):

1 2 I 5
Pzgca) = PaOk —Vzgca) :gnama <Wa>v O —NgMy <§Wa51k “WeWeai | 5
A%

(2.38)
= - o 1 2\ 3 1 5=
Pazpal—Va:Enama<wa>vl—nama<§wa1—wa®wa>

v

Pokud chceme plazma chapat jako jednu jedinou tekutinu, seCteme vSechny rovnice (2.36).
Vzhledem k tomu, Ze funkce ¢, byla sumacnim invariantem, srazky se vyrusi a ziskdme
jednoduchy tvar zakona zachovani hybnosti, ktery jiz uvedeme jen v invariantnim tvaru

0 e
—yp+V -Tp =f;
8tYP P (2.39)
kde pro jednotlivé ¢leny mame:
7P =zncxmava >
o
TPEﬁ+13:Z(nama ua®ua) + Z(nama<wa®wa>v), (2.40)
o o
f=pgE+joxB

Index P znamena, Ze jde o Castice (Particles). Obdobny zédkon zachovani také odvodime pro
pole. Hustota Lorentzovy sily na pravé strané¢ je ¢asovou zménou hustoty hybnosti, kterou
pole pfedava ¢asticim.

2.2.4 Prvni moment (zachovani hybnosti) — polni éast

Elektromagnetické pole miizeme chéapat jako soustavu fotont s nulovou klidovou hmotnosti
a hybnosti

p=mc
Pru hustotu hybnosti pole potom méame
YEM = PmC-
Pomoci Einsteinova vztahu mezi hmotou a energii v hustotach py = p,, ¢’ mame

— _ Pw€

YEM .
o2

V (itateli je soucin hustoty energie a rychlosti Sifeni, tj. tok energie, ktery je dan
Poyntingovym vektorem, proto
~ ExH

YEM 2
C

Vyjadiime-li rychlost svétla za pomoci permitivity a permeability (c2 =1/&u), dostavame
vysledny vztah pro hustotu hybnosti pole:

'_Y.EM=DXB' (2.41)

Nasim cilem je nyni sestavit zdkon zachovani hybnosti elektromagnetického pole, tedy najit
¢asovou derivaci vztahu (2.41). Pti upravach vyuzijeme Maxwellovy rovnice (2.29) az (2.32):
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¥ D B
aYﬂ=ﬁ(DxB) - D gipx B (rotH-jq )xB + Dx(-rotE) = -
ot ot ot ot
Nasleduji standardni upravy, ve kterych €leny s prostorovymi derivacemi pievedeme do tvaru
divergence. Lze to provést napiiklad za pomoci piepisu vektorovych soucinii pomoci Levi-
Civitova tenzoru. Vysledkem elementéarnich Gprav s vyuzitim Maxwellovych rovnic je

o . -
5 VEM +V-Tgy =—f. (2.42)
kde pro jednotlivé ¢leny mame:
Yem =DxB,
- E-D - E-D
_ ) (E) _
Te=—"- 1-E®D; I = 75,-_,-—E,-D_,-, (2.43)
- H-B - H-B
_ (M)
TM:T1 - H®B; T _Télj—HlB],

Tenzor toku hybnosti pole TEM se nazyva Maxwellitv tenzor pnuti. Vidime, ze hybnost

elektromagnetického pole se nezachovava. Je to dano predavanim hybnosti pole ¢asticim.
Teprve celkovy soucet hybnosti vSech ¢éstic a pole ma tvar zdkona zachovani. Ziskdme ho
seCtenim rovnic (2.39) a (2.42):

a — o - -
E(pmu+D><B) + v-{ZTa+TE+TM} = 0. (2.44)
o

Odvozena rovnice je zakonem zachovani hybnosti pro soustavu ¢astic a elektromagnetického
pole. Prvni ¢len v Casové derivaci ma vyznam hustoty hybnosti latky p,w, coz je ale

souCasn¢ tok hmoty zrovnice kontinuity. Druhy clen DxB je hustotou hybnosti
elektromagnetického pole. V prostorovych derivacich se nachazeji tenzory toku hybnosti
Castic, elektrického a magnetického pole.

Zopakujme si na zavér jednotlivé parcialni zakony zachovani hybnosti. Hybnost samotného
pole ani ¢astic se nezachovava:
ot

0 ~ ..
- = xB .
a(p u) + V-(ZTQJ PQE + pquxB
o

Casovou zménou hustoty hybnosti je u &astic hustota Lorentzovy sily vystupujici na pravé
strané. U elektromagnetického pole je na pravé strané ¢len s opacnym znaménkem. Teprve
soucet obou rovnic da na pravé stran¢ nulu. V zdkonech zachovani hybnosti pro jednotlivé
druhy castic (momentové rovnice neseCteme) se na pravych stranach objevi jesté
nevykompenzované srazkové ¢leny:

0 3
5('0111’0[ ua) + VT, = poE+poqu,*xB + z.[mavaSaﬂd Vo -
B
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Poznamenejme na zavér, e plati-li zakon zachovani hybnosti ve tvaru 67 /0t+V-T=0, lze

zakon zachovani momentu hybnosti psat jako 0.4;/0t+0.4;; /0x; =0 , kde hustota

momentu hybnosti je -#; =x;y ; —x ;7; atok momentu hybnosti je 47, =x,T; —x ;T .

2.2.5 Druhy moment (zachovani energie) — ¢asticova cast

Volme nyni za ¢, kinetickou energii Castice druhu o, tj. ¢, =mav§/ 2=myUp Vi 2.

Pribéh vypoctu je identicky s prvnim momentem. Po dosazeni do momentové rovnice

rozdélime rychlost na uspofddanou a chaotickou €ast (v, =w,; +u,, ) a vSechny Cleny

roznasobime. Stfedni hodnoty ¢lenti s prvni mocninou chaotické rychlosti daji nulu a
zbyvajici daji zdkon zachovani energie ve tvaru:

2 2

0 pm,aua L V. pm,aua

+e

> > . u, +eu, +P, i, +q, | = jou E+¢,; (245)

2
a

2 2
w w, MgV 3
€y = Pm,a <Ta>; Ao =Pa <Tawa>; (ga EZJ‘aTSaﬂd Vg-
B

V casové derivaci je hustota kinetické energie ¢astic druhu o a hustota vnitini energie ¢astic
druhu «a (souvisi s chaotickym pohybem). V prostorové derivaci jsou foky energii: tok
kinetické energie, tok vnitini energie, tok tlakové energie a tepelny tok. Na pravé strané jsou
¢leny zpusobujici nezachovani energie: prvni je Jouleiv ohfev ¢astic zptisobeny elektrickym
polem (hustota Jouleova vykonu) a druhy souvisi s pfedavanim energie srazkami.

Pokud nam postaci jednotekutinové ptibliZzeni, se¢teme vSechny rovnice (2.45). Vzhledem k
tomu, Ze funkce ¢, byla sumac¢nim invariantem, srdzky se vyrusi a ziskdme jednoduchy tvar

zakona zachovani energie:
2 2
é('O“’Tu+e]+V-(’OmTMu+eu+l“’-ﬁ+q]:jQ-E; (2.46)

ot
e=Ye,; q=.4q,.
a a

Ostatni veli¢iny jsou definovany stejné jako u predchozich momentd. Enegie plazmatu se
nezachovava, plazma je ohfivano elektromagnetickymi poli. Teprve celkovy soucet energie
vSech ¢astic a pole ma tvar skutecného zédkona zachovani.

2.2.6 Druhy moment (zachovani energie) — polni ¢ast

Z klasické elektrodynamiky je dobfe znama hustota energie elektrického pole jako E-D/2,

jde naptiklad o hustotu energie na kondenzatoru. Obdobn¢ hustota energie v magnetickém
poli je H-B/2, jde naptiklad o hustotu energie civky. Z Maxwellovych rovnic (2.29) az
(2.32) vypocteme Casovou zménu hustoty energie a upravime do tvaru zdkona zachovani.
Opét budeme uvazovat linearni vztahy mezi obéma elektrickymi vektory a mezi obéma
magnetickymi vektory:
0 [E-D H-Bj oD OB

- 4+ | = E-—

5 > > Py +H~5 = E-(rotH—]Q) + H‘(—rotE)=

= E-rotH-H 1otE—jo-E = —div(ExH)—j,-E.
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Vysledny zakon zachovéni energie pro pole ma proto tvar:

0 (E-D H-B

— +—— | + V(ExH) = —jo-E.
vl s 2] (ExH) = —jq (247)

V casové derivaci je hustota elektrické a hustota magnetické energie. V prostorové derivaci je
tok energic ExH , ktery nazyvame Poyntingiiv vektor. Clen na pravé strané je hustota
Jouleova vykonu odvadéna z pole na ohtev ¢astic. Celkovy zakon zachovani energie ziskdme
seCtenim Casticové Casti (2.46) a polni Casti (2.47):

o [ pu* E-D H-B pu’ L
— +e+ + + V| —u+eu+P-u+q+ExH | = 0.
at( 2 2 2 ] [ 2 E (2.48)

V casové derivaci jsou hustoty energii (kinetické, vnitini, elektrické, magnetické); v prosto-
rové derivaci jsou toky energii (kinetické, vnitini, tlakové, tepelné, elektromagnetické). Zakon
zachovani energie plati jen pro soustavu vSech druhti castic a pole. Oddélené zakony
zachovani maji nenulové pravé strany obsahujici hustotu Jouleova vykonu.

Pokud nesecteme momentové rovnice a budeme uvazovat zdkony zachovani energie pro
jednotlivé druhy ¢astic zvlast’, objevi se na pravych stranéch jesté srazkové Cleny.

Piedpokladejme polytropni chovani plazmatu s ¢asticemi, které maji f stupiii volnosti, tj.

p=Kn"; 75f+2. (2.49)
f
Pro tlak soucasné plati stavova rovnice ve tvaru
p =nkgT (2.50)
Pro hustotu vnitini energie potom mame
e=Lnkyr =P (2.51)
2 y—1

Pochopitelné¢ by bylo mozné odvozovat dal§$i momenty Boltzmannovy rovnice, jejich

vvvvvvvvvvvv

funkci ¢, pouzijeme obecnou mocninu rychlosti a neplijde o sumacni invariant, nedojde po
seCteni rovnic pro vSechny druhy ¢astic k vyruSeni srazkovych cClenil.

Kazdd momentova rovnice ndm piinese novou veli¢inu, pro kterou musime napsat dalsi
momentovou rovnici. Ziskame tak nekone¢nou posloupnost momentti Boltzmannovy rovnice.
Rozhodneme-li se, ze nam dané ptiblizeni postaci, odvozovani dalSich momenti ukon¢ime
n¢jakym empirickym vztahem, v ptipadé druhého momentu naptiklad Fourierovym zakonem
pro tepelny tok.
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2.3. Jednoduché transportni jevy
Ve fyzice plazmatu je statisticky pfistup vyuzivan zejména pii feSeni tii okruhi problému:

1. transportni jevy. Jde o vypocet pienosu hmoty, hybnosti, energie a dalSich veli¢in na
zaklad¢ srazkovych procest v plazmatu.

2. relaxacni jevy. Jde o navrat naruSené¢ho systému k termodynamické rovnovaze vlivem
srazek, vypocet relaxacnich Cast a s nimi spojenych veli¢in.

3. mikronestability a Landauiiv utlum. Ttida jeva, pro které je podstatnd rychlostni ¢ast
rozdéleni a které nemohou byt odvozeny v ramci magnetohydrodynamiky (teorie
kontinua). Jsou-li charakteristické frekvence déji podstatné vétsi nez frekvence srazek, je
mozné vyuzit bezesrazkové ptibliZzeni (Landauovu rovnici).

Tietim okruhem problémil se budeme zabyvat pozdéji v tomto sylabu (v kapitole 5.4). V této
a nasledujici kapitole se vSak sezndmime se zaklady transportnich a relaxacnich jevi.

Uvazujme nejprve relativné jednoduché, ale u¢inné BGK pfibliZzeni (Prabhu Lal Bhatnagar,
Eugene P. Gross, Max Krook), kdy ptedpoklddame, ze srazkovy clen je umérny odchylce od
lokélniho rovnovazného rozd€leni a srazky maji vratny charakter, tj. navraci plazma
z pocatecni odchylky zpét do rovnovahy:

Sq = (Ao /A o1 =~(fo = JLe)/ T =~V(fo = f1E) -

Pokud nebudeme popisovat vice druhii ¢astic nardz, budeme v dalSich odvozenich index a
vynechéavat. BGK rovnice tedy je

5 _ F o
L (v9a) (29 )7 =-v(r- ) @:52)
3/2 2
_ m _ m(v—u(x))
Jue = n(x)(ZﬂkBT(x)] T 2T (x) (29

Funkce f;p je lokalni rovnovazné kanonické (Gibbsovo) rozdéleni rychlosti, které nazyvame

Maxwellovo rozdéleni. Pfedpokladame, Ze se miize ménit misto od mista. ReSeni pro hustotu
pravdépodobnosti budeme hledat ve tvaru perturbacni fady

f=fo+efi+eify+- (2.54)

V nasledujicich vypoctech je f, zndmé feSeni a v odchylkach od n¢ho se omezime na ¢leny

prvniho fadu a poté provedeme limitni pfechod & — 1. Pedpokladame tedy malé odchylky
od Maxwellova rozdéleni.

2.3.1 Transport naboje (Ohmuv zakon)

Piedpokladejme homogenni rovnovazné plazma, pro které je

RNE 2
= = — . 2.55
Jo=J1E ”(27[]%],} exp{ 2kBT:| (2.55)

Budeme hledat ustidlenou homogenni poruchu f; rozdéleni zpiisobenou zapnutim slabého

elektrického pole E =—-&Vg (chapeme ho jako prvni fad poruchové teorie, v systému vznikl
maly spad potencialu ¢). V prvnim fadu poruchové teorie z (2.52) proto ziistane
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OE o,
=== =—vf].
—— N
Po dosazeni za f, dopocteme poruchu rozdéleni
3/2 )
g = QEY) Fm exp| ——=¥_ |, (2.56)
VkBT ZﬂkBT 2kBT

Maxwellovo rozdéleni soustavy nabitych Ccastic je elektrickym polem v prvnim ftadu
perturbaéni teorie charakteristicky deformované, f = f,+ f; . Na obrazku je hustota

pravdépodobnosti souboru pro slozku rychlosti ve sméru elektrického pole.

1wy,
.

UX
Urceme nyni fok naboje neboli hustotu elektrického proudu tekouciho plazmatem:
jo =0nu=[0v(fo+f)d’v=[Ovfid V.
Integral z vfj je nulovy (jde o lichou funkci). Do vztahu dosadime za f; a integrujeme:

_ O’E, m m (i +v3 +v3)
= U, U - dv,dv,dv,.
Tk =M o \ 27kl J I [owrex T e

—00 —00 —00

Vsechny nediagonalni integraly (ve v,v;) jsou nulové, nebot’ jde vzdy o lichou funkci

nekteré z rychlosti. Diagonalni ¢leny jsou vSechny stejné a tak mlizeme vypocitat napiiklad
prvni:

. OE,/( m 2 m(vy +v; +v3)
=n o vy exp| — dvu,dv,dv
Ok =M T \ 2k gT "I_L _{O _L Lerp kgl 1902453

Dvé z integraci daji Gausslv integral (A.4) a zbyvajici ur¢ime jako dvojnasobek vztahu (A.2).
Vysledek je

0%n

my

jp=cE=—cV¢: o (2.57)

Hnaci silou toku naboje je elektrické pole (zdporné vzaty gradient skaldrniho potencialu).
Koeficient umérnosti o se nazyva diferencidlni vodivost. Vztah (2.57) je znam jako Ohmuiv
zékon a je pojmenovan podle némeckého fyzika George Simona Ohma (1789-1854). Stejny
vztah miizeme ziskat iz jednoduché Drudeho teorie elementarni vodivosti, kterou navrhl
v roce 1900 Paul Drude (1863—-1906). Pfedstavme si, ze na nabitou ¢astici v prostiedi piisobi
sila zplisobend elektrickym polem a sila ,,tfeni* zpisobend srazkami, kterd je imérna ztraté
hybnosti ¢astice a koeficientem umérnosti je srazkova frekvence:

m—=0E—-vmu
dt Q

V ustdleném stavu ma ¢astice rychlost u = QE/mv a tok naboje (proudové hustota) bude

50



Teorie plazmatu Statisticky pfistup — nerovnovazna statistika

2
One
myv

2

ip=0nu=

coz je stejny vysledek jako (2.57). Poznamenejme, ze v ptipad¢ anizotropniho prostiedi je
vodivost tenzorem a Ohmuv zakon ma tvar

. 0¢
=o,E,=—0,;,—.
JO.k kit kl ox; (2.58)

2.3.2 Transport ¢astic (Ficktv zakon)

Opét budeme predpokladat rovnovazné, pivodné homogenni plazma. Jako poruchu zaved'me
nyni do plazmatu maly spad jeho koncentrace, ktery bude hnaci silou pfesunu castic. Lokalni
rovnovazné Maxwellovo rozdéleni bude tyto zmény koncentrace sledovat:

m 3/2 mvz
=n(x eXp| —
Jue =n( )(ZHkBTj p{ 2kBT}

Na plazma nebudou putsobit zadna silova pole. V okoli libovolného mista plazmatu bude
koncentrace spliovat

(xl—x()l) = Vn~¢

n(x) = n(x0)+8a—n
8xl X0

a prostorovou derivaci (V) proto musime chapat jako operaci prvniho fadu poruchové teorie
(VfLg je prvniho fadu, V[ druhého fadu, Vf, tfetiho fadu, atd.). Je to tim, Ze v Maxwellové
rozdéleni se prostorova zavislost normalné nevyskytuje. V BGK rovnici ztistane po dosazeni
f=frLg +f1+ - vprvnim fddu poruchové teorie:

V-V fig =—v/i.

Poruchu f; tedy ziskdme ihned ve tvaru

(v-¥n) 3/2 5
fi=—r XM exp| — (2.59)
v\ 27k,T 2T

Tok castic ziskame obdobné jako v minulém ptipade¢:
iy =nu= IV(fLE +f1)d3V: IVf1d3V

Integrace se provede stejnym zpiisobem, jako v pfipad¢ transportu naboje. Jednotlivé casti
integralu budou nenulové jen v diagonalnich €lenech v v,v;, k jejichZ integraci vyuZzijeme
vztah (A.2):

P (2.60)

Hnaci silou toku ¢astic je zdporné vzaty gradient koncentrace. Koeficient umérnosti se nazyva
koeficient difiize. Vztah (2.60) je zndm jako Fickiv zakon difize a je pojmenovan podle
némeckého fyziologa Adolfa Eugena Ficka (1821-1901).

Poznamky:
1. Dosadime-li tok €astic do rovnice kontinuity, dostaneme rovnici difuze
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on/ot+diviy =0,
" WiN = 2 _pan. .61

Z matematického hlediska jde o parcialni diferencialni rovnici parabolického typu. Fyzikalné jde

o prototyp rovnice popisujici difuzi néjaké veli€iny do okoli. Obdobnou rovnici splfiuje napfiklad
teplota [2] nebo magnetické pole, jak uvidime pozdéji.

2. Z rozmérové analyzy lze koeficient difize chapat jako soulin kvadratu stfedni volné drahy
a frekvence srazek:

D~ A% (2.62)

2.3.3 Transport tepla (Fouriertuv zakon)

Ptedpokladdejme opét plivodné homogenni rovnovazné plazma a jako poruchu zaved'me nyni
do plazmatu maly spad jeho teploty, ktery bude hnaci silou tepelného toku. Lokalni
rovnovazné Maxwellovo rozdéleni bude tyto zmény teploty sledovat:

32 .
Jre =nix )(27szT(x)j eXp[_ 2kBT(x)} '

V rozdéleni jsme zavedli 1 prostorovou zavislost koncentrace castic, nebot’ ta je provazana
s prostorovym prubéhem teploty. Pokud budeme pocitat tepelny pienos za konstantniho tlaku
p =nkgT , budeme po derivovani mit

T'Vn+nVT=0. (2.63)

Obdobné jsou ob& veli¢iny provazany i u polytropniho plazmatu ( p=Kn’” ). Lokalni
rovnovazné rozdéleni budeme povazovat obdobné jako u toku cCastic za nulté feSeni.
Prostorovy gradient se opét chova jako operace prvniho fddu v poruchové teorii. Po
dosazeni f = f; y + f] +--- do BGK rovnice dostaneme:

3/2 v
o ) ||

Po provedeni derivace soucinu vSech tii funkci s vyuzitim (2.63) ziskame

3/2 5
7= (V VT) 1 5 m exp| - mv~ | (2.64)
1% 2kBT 2 27k gT 2kgT

Nyni jiz zbyva ,,jen urcit tepelny tok

q= mn%<w2 w) :% [m(v-w?(v-u)sd’v = % [mvv fid*y

Do vyrazu dosadime za f| ze vztahu (2.64) a integrujeme pies rychlosti jako v minulych

ptipadech. Integrace je pfimocard, i kdyz zdlouhava. Nejvys§i mocnina rychlosti je Sesta.
K integraci je vhodné vyuzit n¢ktery standardni program (MATHEMATICA, MATHLAB)
nebo pouzit vztahy z dodatku A. Vysledek je

(2.65)
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Hnaci silou tepelného toku je zaporné€ vzaty gradient teploty. Koeficient imérnosti se nazyva
tepelnd vodivost. Vztah (2.65) je znam jako Fourieriv zakon. Je pojmenovan podle
francouzského fyzika a matematika Jeana Baptista Josepha Fouriera (1768—1830).

Ve sttedoskolskych ucebnicich je ¢asto zminovana jednodussi varianta Fourierova zakona pro
homogenni ty¢ prafezu AS a délky / popisujici prostup tepla ty¢i nebo deskou za dobu At :
AQ T, -T, AS
=K = AQ=x—- (T, T, ) At
AS-At ! 0=x=(L-1h)

2.3.4 Ambipolarni difuze

Elektrony v plazmatu maji vyrazné mens$i hmotnost a tak na > Q

jakékoli silové podnéty reaguji rychleji a maji tendenci plazma , J
opustit. Tim ovSem vznika elektrické pole, které piisobi na ionty. , ? g °
Toto pole pfibrzdi elektrony a urychli ionty takovym zplisobem, ° 0 J
aby ob¢ slozky zachovavaly pii diftizi kvazineutralitu, tj. celkovy > 2°0Q O
naboj v jakémkoli makroskopickém objemu byl nulovy. Takovou ? E

vazanou difuzi elektront a iontl nazyvame ambipolarni difiize. - «— 4

Velice dilezitou veli¢inou pii ambipolarni difuzi je mobilita neboli pohyblivost Eastic. Jde
o koeficient imérnosti mezi primérnou rychlosti jejich pohybu a elektrickym polem, tedy

u, =u,E (2.66)

o

V této kapitole se zabyvame jak tekutinou elektront, tak tekutinou iontil a proto musime psat
indexy a urcujici pfislusnost k danému druhu ¢astic. Je ziejmé, ze pomoci mobility mizeme
zapsat tok ndboje (proudovou hustotu) i tok ¢astic zptisobeny pouze elektrickym polem:

jQ,a =0y =0 E, (2.67)
INag =Ny =nyt,E. (2.68)
Vyraz pro mobilitu snadno uréime ze vztahu pro proudovou hustotu (2.57):
0
Hog=—""—" (2.69)
maVa

Mobilita elektronti je zaporna, elektrony se pohybuji proti sméru elektrického pole.

Pohyb elektronti a iont pii ambipolarni difizi bude zpisobeny jak elektrickym polem, tak
gradientem koncentrace ¢astic (difuzi):
-?N,e :neﬂeE_DeYne > (2.70)
ini=niuE-DiVn;.

Pozadavek kvazineutrality a shodné rychlosti obou slozek plazmatu lze pro Z-nasobnou
ionizaci vyjadrit takto:

Q. =-e, Q,=Ze;
ne=n=2Zn;, n;=nlz;

jN,eEJ’ jN,IEJ/Z

Po dosazeni koncentraci a tokti do (2.70) ziskame
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J=nuE —Dﬁﬁn ,
J/Z=nuE/Z-DVn/Z.

Z obou rovnic vylou¢ime elektrické pole a ziskdme finalni vztah pro ambipolarni difizi:

- D, —u.D:
J==-D Vl’l; DaEM‘ (271)
Hi— He

Ve vztahu (2.71) plati |,ue| > ‘,ui

a proto miizeme psat

D, = D; —ﬁDe. (2.72)
He
Za pomoci mobility (2.69) lze zapsat vztah pro koeficient difuze (2.60) takto:
T T
D, = kT :,uakB—“ (2.73)
ma V(Z Qa

Uvedeny vztah se nazyva Einsteiniv vztah a pfesouva srazkovou frekvenci ve vyrazu pro
koeficient difuze do mobility dané castice. Budeme-li predpoklddat stejnou teplotu obou
slozek, miizeme z Einsteinova vztahu (2.73) odvodit D, =—(Zu,/u;)D;a vztah (2.72) pro
ambipolarni diftzi ziska tvar

D, ~(1+Z)D;. (2.74)

v

Vyslednou ambipoléarni difuzi urcuji podle ocekavani hmotnéjsi ionty.

2.3.5 Difuze v magnetickém poli
Predpokladejme, Ze v plazmatu je maly gradient koncentrace a homogenni magnetické pole
(0,0,B,) . Pfipustime gradient koncentrace jak ve sméru pole (v ose z), tak ve sméru kolmém

na pole (zvolime osu x), abychom mohli prozkoumat diftizi ¢astic podél pole a kolmo na n¢ho,
tedy n=n(x,z). Magnetické pole vnas§i do plazmatu anizotropii, a proto budeme

pfedpokladat, ze chaotické slozky rychlosti, resp. teplota c¢astic mohou byt rizné ve sméru
magnetického pole a ve sméru na ného kolmém. Za lokalni rovnovazné rozdéleni proto
pfipustime tvar

V2 m(v? +v?) 2
fip =n(x,z)| —2 m exp| —x FO) m () | (2.75)

V BGK rovnici v prvnim fadu poruchové teorie zlstanou €leny (prostorové derivace opét
vnasi prvni fad poruchové teorie)

(v-afLEj+(QVXBO-%j=—vﬁ;
19). m ov

Lokalni rovnovazné rozdéleni obsahuje poruchu v soufadnicich a prosto vystupuje jako prvni
poruchovy ¢len v prostorovych derivacich. Neobsahuje ovSem poruchu v rychlostech a proto
je v rychlostnim ¢lenu jako linedrni porucha az €len f;. Tok Castic zjistime tak, Ze posledni

rovnici pfenasobime rychlosti a vystiedujeme ptes rychlosti:
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0 vxB, 0
.[V V'ﬁ d>v + IV OvxBy 9 d>v = —VIVfl d’v;
ox m ov

Na pravé stran¢ ma integral pfimo vyznam toku ¢astic. Prvni integral nalevo je mozné snadno
dopocist ptimo. Druhy integral napiSeme ve slozkach a upravime per partes. Vysledkem je

kpT, On 0B, . .
Bl —O]N,y ==VINx>
m Ox m
0B, -
—— JN,x _VJN)H
m
kgTjon _
—="VIN,:
m Oz

Veli¢ina OBy/m je tzv. gyracni (cyklotronni, Larmorova) frekvence, se kterou nabité ¢astice
krouzi kolem siloktivek. Z prvnich dvou rovnic dopocteme oba hledané toky:

.. on . o . . on
Int I =7 TRPE ]N,y__TJNJ_a ‘]N”_]N,z__DHE’
2.76
p. = kslL 1 . D _ kgl ». = 280 (2.76)
1= BE = > cE—.
myv | 1+(w,/v) my m

Vysledek je mimoradné zajimavy. Ve sméru magnetickych silokiivek je koeficient difuze
stejny, jako by pole neexistovalo. Diflize neni magnetickym polem v tomto sméru ovlivnéna.
faktorem v hranaté zavorce. To je divodem existence dvou typl slune¢niho vétru — pomalého
arychlého: v oblasti rovniku castice opoustéji Slunce napii¢ silokiivkam a rychlost
slune¢niho vétru je 300+500 km/s. V polarnich smérech se ¢astice pohybuji podél silokiivek
a jejich rychlost je 700-900 km/s.

JIe”
V limité extrémné slabych poli prechdzi vztah pro koeficient pfi¢né diftize v normalni diftzni
koeficient. Naopak, v pfipad¢ extrémné silnych magnetickych poli mizeme jednotku ve
jmenovateli zanedbat a vztah pro koeficient pfi¢né difuze bude
kT mv
DLz%=R3v; w, >V (2.77)
Q"B
Castice je v silném poli vazana na Larmorovu orbitu a ulohu stfedni volné drahy A ve vztahu
(2.62) prejima Larmortv polomér Ry =muvr/QBy gyracniho pohybu pro stfedni tepelnou
rychlost vy = (ksT'/m)". To je pfirozené, nebot’ v plazmatu je stedni volna draha definovana

jako vzdalenost, na které se Castice od ptivodniho sméru odchyli o 90°, coz je v extrémné
silném magnetickém poli pravé na Larmorove poloméru.
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Dal8im novym jevem je diflize ¢astic ve sméru kolmém jak na gradient koncentrace (hnaci
silu), tak na pole samotné, tj. nenulovy tok ¢astic j, ,. Jde o charakteristické driftovani (pohyb
¢astic kolmy na magnetické pole a dalsi silové pole).

Pokud je pole prostorové nehomogenni, jako napiiklad v tokamaku, dochazi k dal§im driftiim,
z nichZ nejvyznamnéjsi je grad B drift zpiisobeny zménou velikosti pole nebo drift zakiiveni
zpuisobeny zménou sméru siloktivek (viz kapitola 1.3.5). Tyto jevy zahrneme bud’ piimym
vypoctem analogickym pfedchozim odvozenim nebo odhadem stfedni volné drahy a vyuzitim
vztahu (2.62). Ziskame tak vztah pro tzv. neoklasickou difuzi uvazujici zaktiveni
magnetickych siloktivek. Difize kolmo na magnetické pole se diky zakiiveni silokiivek
znékolikanasobi.

2.3.6 Produkce entropie, Onsagerovy relace reciprocity

V minulych kapitolach jsme se zabyvali jevy, které navraci systém do termodynamické
rovnovahy. Maly gradient elektrického potencialu, koncentrace ¢i teploty zptlsobil
makroskopické toky

jQ:—O-§¢,
jy=-DVn,
q:—KﬁT,

které postupné slabnou, az v termodynamické rovnovaze zaniknou. Systém opét dosahne
Maxwellova rozd€leni. Zaporné¢ vzaté gradienty makroskopickych veli¢in jsou jakymisi
hnacimi silami transportnich jevli a nazyvadme je termodynamickymi silami X, . Jedna

termodynamicka sila zpravidla vytvoii nékolik typi makroskopickych tokl a naopak jeden
druh makroskopického toku je Casto zplisoben nékolika termodynamickymi silami. Gradient
koncentrace i1 gradient teploty mohou zpiisobit tok Castic, ndboje i tepla. Naptiklad tok naboje
zpusobeny gradientem teploty nazyvame termoelektrickym jevem, tok castic zplsobeny
gradientem teploty termodifizi. Obecné miZe byt kazdy tok linearni kombinaci vSech
termodynamickych sil (pfedpokladame, Ze nejsme daleko od termodynamické rovnovahy
a linearni vztah je proto dobrou aproximaci):

Proces navratu systému k termodynamické rovnovéze je nevratny a proto je pii ném
vytvafena entropie (ta pfi nevratnych procesech musi rist). Tento fakt mad mimotfadnou
dilezitost a podrobné se jim zabyval norsko-americky chemik a teoreticky fyzik Lars
Onsager (1903-1976). Zkusme napiiklad zjistit produkci entropie dS =dQ/T zpusobenou
tokem elektrického néboje (proudovou hustotou). Hustota Jouleova tepelného vykonu
predavana nabitym casticim je j-E. Pravé tento Clen se objevil s riznym znaménkem na
pravych stranidch zdkonl zachovani energie pro castice a pole. Produkce entropie v tomto
jednoduchém ptipadé je

ﬁzld—Q:IEdV:JMdV
dt T dt T T

V obecném ptipadé je produkce entropie pii konkrétnim procesu umérna objemovému
integralu z toku a pfisluSné termodynamické sily. Pro vice procesi bude umérna souctu
takovych cleni:

% ~[Ji X dV > 0. (2.79)
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Spojenim vztah (2.78) a (2.79) ziskdme obecny tvar zakona pro produkci entropie:

ds
= [Laxixav >o0. (2.80)

Vidime, ze produkce entropie je pozitivné definitni kvadratickou formou termodynamickych
sil. Koeficienty umérnosti L;, nazyvame kinetické koeficienty. Lars Onsager ukdzal na

zéklade¢ statistického vypoctu, ze plati tzv. relace reciprocity

e = (2.81)

V odvozeni relaci je tfeba vyuzit mikroskopické reverzibility, tj. invariantnosti pohybovych
rovnic vzhledem k casové inverzi. Relace reciprocity jsou velmi dualezité vztahy mezi
kinetickymi koeficienty, které nelze odvodit v rdmci fenomenologické termodynamiky. Proto
se n¢kdy nazyvaji ctvrtou vétou termodynamickou a termodynamika je chape jako nezavisly
princip. Za objev relaci reciprocity byla Larsu Onsagerovi udélena Nobelova cena za chemii
pro rok 1968. Sylvestrovo kritérium aplikované na pozitivné definitni formu (2.80) dava

Lll L12

L,>0; >0; - (2.82)

L21 L22

Z Onsagerovych relaci reciprocity ihned plyne symetrie tenzoru elektrické vodivosti, nebot’
dS I E E.E
- jfkadV = I%dl/ =[ LB E v = [ Ly X X, dv .

Obdobné musi byt v anizotropnim prostiedi symetricky tenzor tepelné vodivosti. Uved'me na
zaver obecny tvar rovnice diftize. Vyjdéme z rovnice kontinuity

—2+V-j, =0.
o1 Ji

Piedpokladejme, ze
ji=cuX;=—cuVys  pr=ayy;.

Potom ma obecna rovnice difuze tvar

o .
akl%zv'cklv v (2.83)
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2.4. Coulombicka interakce

2.4.1 Debyeova stinici vzdalenost

Piedpokladejme plazma slozené z nékolika riznych druht castic. Pokud budeme sledovat
prabéh potencidlu v okoli vybraného bodového zdroje (at’ jiz konkrétni ¢astice nebo néjaké
poruchy), bude ovlivnén ostatnimi nabitymi casticemi. Pokud neni plazma daleko od
termodynamické rovnovahy, pfesunou se k vybranému zdroji ¢astice opacné polarity a budou
ho stinit. Vysledkem je exponenciadlni ubytek pole naSeho zdroje s charakteristickou
vzdalenosti A , na které potencial i pole poklesne na 1/e hodnoty dané Coulombovym

zédkonem. Tato vzdalenost se nazyva Debyeova stinici vzdalenost a je pojmenovana podle
holandského fyzika a chemika Petera Debyeho (1884-1966). Elektricky potencidl #(r)

v okoli zdroje urfime kombinaci Maxwellovy rovnice divD=p, s definici potencidlu
E =-V ¢, coz vede na Poissonovu rovnici pro elektricky potencial

Po

. (2.84)
)

Ag=-

Pravou stranu ur¢ime z definice hustoty naboje, do které za koncentraci dosadime rovnovazné
Maxwellovo rozdéleni a vzhledem k tomu, Ze pifedpokladame plazma blizké rovnovaznému,
provedeme rozvoj exponenciely do prvniho fadu:

p_Q:é‘LzQana(X)_ ZQa aOeXp{
0 o

€9
~ L [y Qanen.
b [;ganao] [Z OkBTa]czﬁ(x) +

a

0,9(x)
kT,

Prvni ¢len je nulovy diky kvazineutralit¢ plazmatu, kterou ptredpokladdme piimo v definici
plazmatu. Druhy ¢len je imérny hledanému potencialu a rovnice (2.84) ma proto tvar

2
Ap=ad, Z Outan
80kBT
Rovnici budeme fesit ve sférickych souradnicich se sttedem v ndmi vybraném zdroji:
1d2 d?
“Slen)-as = d—'/z’ —ay;  p)=rgr) =
r

z//(r)zcle*/;%Cz eVer o gy =Sedary Croar
r r

Vzhledem k tomu, ze potencial bodového zdroje nemuize divergovat v nekone¢né vzdalenosti,
je C; =0. Konstantu C, ur¢ime tak, aby potencial v limit¢ malé vzdéalenosti od zdroje presel

v klasicky Coulombiiv potencial zdroje s nabojem Qy :

br)=—2_c o, 4=

47150r (2.85)

Ve specialnim piipadé Z nasobné ionizovaného plazmatu slozeného jen z elektronti a iontt je
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O.=—e, Q;=Ze, nyy=nylZ,

a pro Debyeovu vzdalenost mame jednoduchy a ¢asto pouzivany vztah

eokgT
P /L
b (1+Z)neoe2 (2.86)

Dulezitym parametrem je také pocet ¢astic v Debyeové sféfe, coz je oblast, ve které Castice
,»vnima“ své sousedy jako bodové castice. Nad touto hranici je potencial odstinény a ¢astice
pocit'uji jen spojité kontinuum:

4
Np=3 A5 D My - (2.87)
a

2.4.2 Coulombicky rozptyl (Rutherfordova formule)

Predpokladdejme, Ze svazek nabitych Castic nalétdva na nepohyblivy ter¢. Vybereme si jednu
Castici ze svazku (na obrazku je fialovd) a jednu z tere. V téziStové soustavé muizeme
interakci s ¢astici terCe fesit jako pohyb v centralnim poli, pokud za kinetickou energii ¢astice
budeme brat ug®/2, kde u = mqmpg/(mq+mp) je tzv. redukovand hmotnost ¢astice a g je velikost
relativni rychlost obou cCastic (viz kapitola 2.1.2). Plyne to okamzité z rozkladu (2.13), ve
kterém je téziStova rychlost v tézistové soustavé nulova. Velikost relativni rychlosti g se pfi
sraZzce zachovava. Budeme se zabyvat vyslednym stavem po rozptylu a urime vztah mezi
uhlem rozptylu y, zamérnym parametrem b arelativni rychlosti g nalétavajici Castice
vzhledem k castici tere. Jako posledni krok vypocteme ucinny priifez pro Coulombovu

interakeci.

T X

Cely problém budeme chapat jako rovinny, Lagrangeova funkce pro nalétavajici ¢astici je

I ., 1 .

L :—,ur2 +—,ur2¢)2 —%.

2 2 dregr
Vzhledem k tomu, ze Lagrangova funkce nezdvisi na polarnim thlu ¢, zachovavéa se moment
hybnosti p,. LagranZidn dale nezavisi explicitné na case, a proto se bude také zachovavat
celkova energie systému. Namisto feSeni pohybovych rovnic proto mizeme vyuZit oba
zakony zachovani:

oL 2.
Pp=__-=HMr ¢=const=ubg,
o9
1 .2 1 2.2 QaQﬁ 1 2
E=—ur“+—ur +——"==const=— .
2'u 2,u 4 dregr 2,ug
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Z prvni rovnice uréime ¢asovou zménu thlu a z druhé ¢asovou zménu radialni vzdalenosti (za
¢asovou zménu thlu dosadime z prvni rovnice):

dp _bg
dt r2 ’

dr_\/ 2 QaQﬂ _172g2

E_ 2regpr p2

Vzhledem k tomu, Ze ndm postaci zjistit stav v limité¢ ¢ — oo, nemusime pocitat asovy
prabéh trajektorie. Vydélenim obou rovnic se zbavime parametrizace a po separaci
proménnych méme

b

2
r dr=\dop,
IJI_QaQﬂb_bzrw

27&90,ubg2 roor?

Zavedeme substituci

e-bigy;  gmom

47180,ubg2

a po elementarnich upravach ziskame

1
_I 2 2d§=(ﬂ+¢o; a251+§§.
va~—¢
Integrace je nyni pfimocara a vede na
arccos(é]=(p+(oo = §=acos((p+(po) = é+§0 =\/1+§§ cosQ
a r

Integracni konstanta je nulova, pokud budeme uhel odecitat od nejkratsiho pravodice, jak je
to bézné v laboratorni soustavé (viz obrazek). Po rozptylu (»—o0) mame vztah

§0=\/1+§02cos¢)m = cosgz)oo:; = ‘[gqooozL
JI+(1/&)3 ¢

0

Néami ziskany thel ¢, souvisi z thlem rozptylu y vztahem (viz obrazek) y +2¢, =7, proto

4 2
t (ﬂ Zj : = cotglz—myoybg

— L | =— =
2 2) < 2 0,9
0,0 m,m
b(x)=byootgZ;  by=—"F—s  g=|v,-vyli  pu=—"L-| (g
2 Adregu g My +mpg

Vyznam parametru by je zfejmy. Jde o zdmérny parametr, pii kterém bude thel rozptylu 90°,
tedy o spodni hranici sraZzek branych v tivahu v Landauové€ rovnici. Parametr by se nazyva
kriticky zamérny parametr. Nyni zbyva urCit diferencidlni ucinny priarez Coulombovy
interakce. UvaZzujme ¢ast nalétavajiciho svazku ve tvaru prstencového mezikruzi se
zamérnym parametrem z intervalu (b,b+db), kterd se rozptyli do thlu (y, y +dy). Pro

ucinny priiez mame:
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COS x4

do = 2xbdb =27b j—b‘d;(:ﬂbé 2 dy

X S —

Absolutni hodnota je ve vyrazu proto, Ze s rostouci zdmérnou vzdalenosti thel rozptylu klesa
a derivace ve vztahu je zaporna. Standardné se formule pro diferencidlni G€inny prifez
zapisuje pomoci elementu prostorového uhlu (viz obrazek)

a’QEd—g:2ﬂRsmzszZ:27zsin;(d,{ N dy= dQ _ dQ
R R 2zrsiny 4o sin%cosl
Vysledna formule pro diferencidlni G¢inny prifez proto bude
by 0,9 Mg m
do=—2—d0; by=—"L_:  g=|v,-vgli  u=—2L | g9
4sin* £ dmegu g Mg + Mg
2

Jde o slavnou Rutherfordovu formuli, kterou odvodil skotsky fyzik a chemik Ernest
Rutherford (1871-1937) pti zkouméani rozptylu alfa ¢astic na atomarnich jadrech v tenké zlaté
folii. Pii téchto experimentech bylo objeveno atomové jadro. PovSimnéte si, ze vysledna
formule nezdlezi na znaménku ndboje srdzejicich se Castic, je shodnd pro pfitazlivou
1 odpudivou interakci.

2.4.3 Fokkerova-Planckova rovnice

Naleznéme nyni srazkovy clen pro Coulombovu interakci v limité slabych, ale
mnohonéasobné opakovanych srazek. Pokud to nebude nezbytné nutné, budeme vynechavat
index pfislusnosti k ¢asticim druhu a. Pfi odvozeni vyuzijeme nésledujici predpoklady:

1) Kazda c¢astice v plazmatu prodéla za maly Casovy interval A¢ velmi mnoho srazek, pti
nichz se ale smér jeji rychlosti méni pomalu, tj. celkovd zména rychlosti ¢astice
Av =vV'—v zasledovany maly casovy interval Az bude mala.

2) Srazky jsou pruzné, tj. energie se nemeéni pii srdZce na jiné formy energie.

3) Pole u sledované castice je superpozici poli ¢astic v Debyeové sféte. Tyto ¢astice vnima
sledovana castice jako bodové. Interakci pro castice za hranici Debyeovy sféry
neuvazujeme. Timto predpokladem se v jistém smyslu omezujeme jen na parové srazky.

4) Neuvazujeme srazky, pii kterych je uhel rozptylu pfili§ veliky. Takové srazky jsou
v plazmatu malo pravdépodobné a velka zména vektoru relativni rychlosti by byla
vrozporu s prvnim piedpokladem. V Landauové pfiblizeni se uvazuji napiiklad jen
srazky s thlem rozptylu mensim nez 90° (zamérnym parametrem b veétSim nez by).
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5) Srazky tvoii markovsky fetézec, tj. proces srdZeni si nepamatuje historii, a proto
pravdépodobnost #(v,Av)d(Av), ze Castice za Cas At zméni svou rychlost z hodnoty

v na hodnotu v+Av nezévisi na ¢ase. Jde samoziejm¢ jen o jisté piiblizeni realité, které
vypocetné situaci znacné zjednodussi.

Za téchto predpokladii nejdeme srazkovy clen na pravé strané Boltzmannovy rovnice, tj.
zménu hustoty pravdépodobnosti danou srazkovymi procesy:

:(1) :f(t,x,v)—f(t—At,x,V) (2.90)
0t ) ool At

Standardn¢ u markovovskych fetézclh miizeme psat pro pravdépodobnosti psat

wp =2 WPy,
]

kde w, je pravdépodobnost konfigurace k a Pj, je pravdépodobnost pfechodu z konfigurace /

do konfigurace k. Obdobné¢ v nasem ptipad¢ zapiSeme vyslednou hustotu pravdépodobnosti
v Case ¢ jako superpozici vSech moznych piechodu z asu —At:

ft,x,v)= jf(t —At,X,v—AV)Z(V-Av, AV)d3(AV) . (2.91)

Funkci #(v,Av) ptechodu ze stavu v do stavu v+Av nalezneme pro Coulombovu interakci
v pristi kapitole. Jeji zakladni vlastnosti je normovaci podminka vyjadiujici, ze vzdy
k n&jakému piechodu dojde, t;.

j P(v,Av)d>(Av)=1. (2.92)

Integrand vyrazu (2.91) nyni rozvineme do druhého taddu Taylorovy fady v argumentu v
(k tomu je podstatny prvni ptedpoklad zajist'ujici, Zze za sledovany usek A¢ bude zména
rychlosti mald):

9 2 7
f(tx,v)= J.{f(t—At,x, v)Z(v,Av)—Avy,; y+%A01Avk w}aﬂmv)

Ul Ulﬁvk

Integrace prvniho ¢lenu je trividlni, f vytkneme pted integral a vyuzijeme normovani (2.92).
Poté prevedeme vysledek na levou stranu rovnosti:

D) 1y pp, U
501 2 ! ov l@vk

F(t,x, V)= f(t—At,x, V)= j{ —Av, 2L }d (AV).

Na pravé stran¢ bychom nyni méli jesté¢ Taylorovsky rozvinout hustotu pravdépodobnosti
v Case jako f(t—At,x,v)= f(t,x,v)—At0f(¢t,x,v)/0t £---. Vzhledem k tomu, ze jsme
povazovali, aby Af bylo malé, postaci nam v linedrnim pfibliZeni se omezit jen na prvni ¢len
f(t,x,v). Divodem je to, ze pii markovskych procesech jsou stiedni odchylka rychlosti
1 kvadrat odchylky rychlosti linearné zavislé na ¢asovém useku A#! Je to dano tim, Ze jak
sttedni odchylka, tak stiedni kvadraticka odchylka pro nahodné procesy roste linedrné
s casem. Vys$i odchylky uz ovSem rostou s vys$si mocninou Az. Pokud tedy na pravé strané
posledni rovnosti ponechame oba dva ¢leny a f uvazujeme v Case ¢, ponechali jsme napravo
vSechny ¢leny linedrni v casovém useku Az. Po trividlni Gpravé mame srdzkovy clen ve
Fokkerové-Planckovée ptiblizeni (pravou stranu Fokkerovy-Planckovy rovnice):

ft,x,v)= ft-At,x,v) 1 11 ¢ 3
=— Av, P d3(AV)+ AUV, AU, P d”(AV).
At Atalfj A+ au,akaI Avs d(AY)
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ZapiSme nyni celkovy vysledek, tj. Fokkerovu-Planckovu rovnici:

Us(v9a)r+(29 jf=—iaf<A”f>+ L5 {Budv),
ot ¥ m At dv;  2At  Ovdv,
(Av)=[Av, 2 d*(av), (2.93)
(AvAvy) = [ Av A2 d (Av).
Casty je i zapis v invariantnim tvaru s vynechanymi znaky diadického souginu:
0 = F - 1 o l & ¢
8_]; + (V'Vx)f + (E.vva = _A_tvv .(f<Av>)+2—AthVV :(f(Aavav));
(Av)=[Avr d*(av), (2.94)
<AVAV> = IAVAV P d> (Av).

Operace dvojtecka znamené dvoji skalarni soucin podle ptedpisu (2.93). Znak diadického
soucinu se nékdy vynechava. Srazkovy ¢len Fokkerovy-Planckovy rovnice ma tedy dvé ¢asti.
Vyraz < Av > se nazyva dynamicky treci c¢len, nebot vypovida o brzdéni nalétavajiciho
svazku Castic vlivem srazek s ¢asticemi tere. Vyraz < AvAv > se nazyva difuzni ¢len, nebot
vypovida o rozptylu nalétdvajiciho svazku ¢astic vlivem interakce s ¢asticemi terce. V pristi
kapitole ur¢ime oba dva ¢leny pro Coulombovu interakci a ukdzeme, Ze je lze zapsat pomoci
tzv. Rosenbluthovych potencidli. Vime, ze podle piredpokladii mizeme uvazovat jen srazky
s malym rozptylovym thlem, kterych je vétSina. Pokud budeme zamérny parametr uvazovat
v intervalu (bmin, bmax), Kde za byin zvolime zamérny parametr by, pi1 kterém dojde ke srazce
s thlem rozptylu 90° a za b,.x Debyeovu vzdalenost, piejde Fokkerova-Planckova rovnice na
tzv. Landauovu rovnici.

2.4.4 Rosenbluthovy potencialy

Pro konkrétni vypocet hodnot <Av> a <AVAV> bude jiz nutné rozliSovat nalétavajici Castici
a Castici terCe. Ve shod¢ s predchozimi kapitolami budeme oznacovat nalétavajici ¢astici a
a Castici ter¢e f. Rychlosti pied srazkou budou v,,v 4 a po srazce V'a,V'ﬁ. Vzéjemnou
rychlost Castic oznaCime g=v,z=v,—-Vy. Z (2.14) vime, Ze pfi srazce se zachovava
velikost vzajemné rychlosti g =|g|, veli¢ina g je proto pro srdzku charakteristickd. Smér
vzajemné rychlosti k=g/g se pifi srdzce méni. Z (2.88) zname také zavislost mezi
zamérnym parametrem b a uhlem rozptylu y pro Coulombovu interakci:

Qa9
4rmeou gz ’

m,_m
cou=—27b (295
ma+mﬁ

x. _ -
b(z):bocotgz, by = g=‘va—vﬂ
Ze vztaht je zfejmé, Ze parametr by je takovy zdmérny parametr, pii kterém je thel rozptylu
90°, tedy dolni mez ndmi uvazovaného intervalu zamérnych parametrt.

Piistupme nyni k samotnému vypoctu tfeciho a difizniho ¢lenu ve Fokkerové-Planckové

rovnici. K tomu budeme nejprve potiebovat rychlost nalétavajici Castice vyjadienou pomoci
téziStové a relativni rychlosti, viz vztah (2.12)
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m

Va:V(Olﬂ)+—m +mﬂ VOlﬂ .
o

Odecteme-li hodnoty po srazce a pred srazkou a oznac¢ime-li relativni rychlost g, dostaneme

m
pv, = "B pg
ma +mﬂ

Té&zistova rychlost se pii srazce neméni, a proto v rozdilu vymizi. Hledané vyrazy tedy jsou:

<Ava> ELIAg,‘% d(Av).

ma +m'5

2

<AvaAva> = [L] _[AgAg P d(Av).
mg, +m B

Pravdépodobnostni element vyjadiime analogicky jako v (2.19), tj. bude umérny velikosti

vzajemné rychlosti nalétavajicich Castic a Castic terce (¢im je veétsi, tim s vyssi frekvenci bude

dochazet ke srazkam), hustoté pravdépodobnosti vyskytu Castic terCe a samoziejme u¢innému

praiezu Coulombovy interakce:

m
<Ava>z—ﬂAtjAggdafﬂd3vﬂ .

ma +mﬂ

2

m

<AVaAVa>E[ﬁ] AtJ.AgAgng'fﬁd3Vﬂ .
a B

Z obrazku je ziejmé, ze do=bdbd¢ a integrace ptes element u¢inného prifezu znamena
integraci pfes vSechny hodnoty uvazovanych zamérnych parametrii a ptes azimutalni thel.
Tim je pokryt prifez celého nabihajiciho svazku ¢astic. Integrace pies ucinny prifez se tyka
jen veli¢in g, proto nejprve ur¢ime koeficienty

7 = [Agy gdo=[Ag, gbdbdp; (2.96)

Ykl = IAgkAgz gdo = IAgkAgz gbdbdp. (2.97)

Pokud se nam podati tyto koeficienty urcit, budou teci a dynamicky ¢len dany vyrazy
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m —
<AVa> ETﬂWlﬂAt J.'Yfﬂ(Vﬂ)d3Vﬁ .

(2.98)

2
<AvaAVa>E{LJ Atj?fﬂ(vﬂ)d3vﬂ .

ma +I71ﬁ

Kli¢em k urceni pravé strany Fokkerovy-Planckovy rovnice tedy je vypocet koeficientli yy
a yu. Ze symetrie koeficienttl je zfejmé, Ze mohou byt jen nasledujicimi funkcemi vektoru g:

8k . k81
Yk=A==,  yu=Boy+C=5-. (2.99)
g
Staci tedy urcit konstanty 4, B a C. Tyto konstanty mohou zdviset maximaln¢ na velikosti
vzajemné rychlosti g, nebot’ ta se pfi srdzce neméni. Hodnoty konstant 4, B a C miZeme bez
ujmy na obecnosti urCit v jakékoli soufadnicové soustave.
Budeme proto volit soustavu, ve které vektor g=v,,; pied
srazkou mifi v ose z (viz obrazek napravo). Nezapomeiite, Ze

vektory g, g' maji stejnou velikost g. Z obrazku jsou ziejmé
slozky vektoru Ag, ktery vystupuje v integracich (2.96) a (2.97):

Ag.=gsinycose;

Ag,=gsinysing;

Ag,=-g(l-cosy). o

Vzhledem k tomu, Ze integrace (2.96) a (2.97) budeme provadét pies zdmérny parametr b, je
nutné vyjadrit zavislost na tthlu rozptylu y pomoci zdmérného parametru b:

Sin}(=2sinlcosl=2l 1 2 I ! 5 = ﬁbbo ,
2 2 b by b” +b;
I+ — 1+ —
X by b
beOCOth = )
2
1-cos y=2sin2 £ =2 ! - 21902_
2 b b”+bj
I+ —
by
Vysledné vztahy pro slozky vektoru Ag tedy jsou:
2bb
Ag,=g—5—25cos@;
TR eng
2bb
Ag,=g——2-sing; (2.100)
YT 24l
2b3
Agz:_g 0 .
b* +b;

Ve shodé s (2.99) bude mit integral (2.96) v nasi soufadnicové soustavé jediny nenulovy Clen,
a to v ose z. Jeho hodnota bude rovna konstanté 4. Konstantu B ur¢ime z (2.99) jako slozku

7w Integraly pies polarni uhel z funkci cos¢@ a sing daji nulu, integraly z kvadrati cos? Q
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nebo sin’ @ daji 7. V Gpravach po integraci budeme predpokladat, ze Ap > b, a zanedbame
1 In1/2 oproti In(Ap/by):

2b¢ 5 9
= gbdbdp=-27blg j—db:

A=y, sjAgngdbdqozj(—g
0 bg bO

A3 +bE s 5 A
D 20 ~—4rbyg lnb—D.

A
= —27b} 08 ln[b2+bg]bD :—27zb§g21n
0 0 0

Obdobny postup zvolime pro konstantu B:

2
2bb
BzyxxEngxAgxgbdbdwzngLbz+b°2j cos’pgbdbdp=
0
p 3 2 D
=27g°bg | 2b zdbzzyzg%g{ 2b° 2+1n<b2+b§)} z47rg3bglni—D
by (b2+b§) b 0 by bO

Nyni zbyva urcit posledni konstantu C. V ndmi zvolené soufadnicové soustavé z rozkladu
(2.99) vidime, ze

2

2
2b
B+c=yzz=IAgZAgngdbd¢=j(—gb2+°ng gbdbdp=

2
= 1g>4b; N } ~0
e J‘(bz+bo) { b* +bg b,

Posledni integral neobsahuje podstatny logaritmicky ¢len a je tedy fadoveé In(Ap/by) krat
mensi neZ 4 a B. Proto bude v naSem pfibliZeni platit C =—B. Celkovy vysledek tedy je

Az—47zb§gzln(’;—Dj; B=-C=4zg°b} 1n£’;—9j. (2.101)
0 0

Poznamenejme jeste, ze ptispévek k integracim od 0 do by je nepodstatny a proto bylo mozné
integrace provadét od nuly se stejnym vysledkem. Naopak ofiznuti integralu shora
Debyeovou vzdalenosti je podstatné, integral by bez ofiznuti shora divergoval. Nyni mdme
v§e potiebné pro urceni tieciho a dynamického ¢lenu (2.98). Konstanty 4, B, C dosadime do
rozkladu (2.99) a ten do vztahu pro tfeci a dynamicky ¢len (2.98). Vysledny vyraz upravime
pomoci definice zdmérného parametru by a redukované hmotnosti u. Logaritmickou zavislost
In(Ap/by) na rychlosti povazujeme za natolik pomalou, Ze ji z integrace vytkneme:

m, +m
g 3o .
<Avak> z—Atam—'BKaﬂ lnAa,b’I g—gfﬁd \E
B
2 (2.102)
g —8k& 3
<AvakAUal>zAtKaﬂ hl/laﬁ I%fﬂd Vﬂ’

kde jsme oznacili
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2
Kaﬂz47{ Q“Qﬁ] ; In4a, Eln(’Z—D)- (2.103)

dreym,, 0

Pomalu se ménici funkce In A se nazyva Coulombiiv logaritmus a budeme ji nadale
povazovat vzhledem k derivacim 1 integracim za konstantni. Jako integrand zde vystupuji

slozky relativni rychlosti gy a konstantni velikost relativni rychlosti g=(g; gk)l/ 2.

Integrandy 1ze snadno upravit za pomoci relaci

2 2o
0 (l)z_g_l;; 0 8 =g §kl 3gkgl ) (2104)
g\ & g 08108 g
Vzhledem k tomu, Ze gj =V, —U g, plati 6/0v,, =0/0g) a teci a diftzni Clen mizZeme
prepsat jako
my +m OH ,5(v
(Avg ) »—= ﬂKaﬂ InA,p Mm
mﬂ avak
2.105)
862G, A(v.,) (
(A AV Y~ K g In Ay ——L%2 A1,
¢ “ p ap Gvakﬁval
kde jsme zavedli Rosenbluthovy potencialy ve tvaru
H —[Lruddv,: G - d’
aﬂ(va)—_[ gfﬂ Vg aﬂ(va)—fgfﬂ Vgl (2.106)

Tyto potencidly jsou pojmenovany po vyznamném americkém plazmovém fyzikovi
Marshallu Nicholasi Rosenbluthovi (1927-2003) a vyjadiuji vliv rozptylového centra f na
rozptylovanou ¢astici . NapiSme nyni pravou stranu Fokkerovy-Planckovy rovnice pro
srazky castic druhu o s ¢asticemi druhu f (srazkovy ¢len)

2
| Vo <Ava,>vﬂ | s <Ava,Avak>Vﬂ
=—— +
b At ov,, 2At 0,10V 4

a piepiSme ji za pomoci Rosenbluthovych potencidli:

mg+mg 9 p OHop(Va) | 1 52 0°Gop(vy)
I’I’Zﬂ 80&1 « ﬁvak ZGUalﬁvak « avakaval ’

Saﬁ’ = Kaﬂ ln/laﬁ -

V invariantnim zapise mame

m,+mgp _ =
Sap =KogIn A, {—“—ﬂvv ( SV yHop )+

|l = = = =
S VvVy :(fa Vvvaaﬂ)il' (2.107)

Diadické souciny nejsou v zapise pro piehlednost znaceny, zplisob zuzeni tenzort je patrny
ze slozkového zapisu. Rychlostni gradienty pasobi na rychlost nalétavajici Castice, pres
rychlosti terce je v Rosenbluthovych potencialech jiz zintegrovano. Rosenbluthovy potencidly
se ve fyzice plazmatu Casto vyuzivaji. Zndme-li hustotu pravdépodobnosti ¢astic terce, 1ze pro
Rosenbluthovy potencialy odvodit rovnice, které¢ jsou analogii zndmé Poissonovy rovnice.
Proto je lze snadno rozvinout do kulovych funkci a feSit pomoci nich sféricky symetrické
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problémy. Porovnejme elektricky potencidl dvou naboji v elektrostatice s definici
Rosenbluthova potencialu H:

1 Pp 3 fp s
r, )= d’rg; H (v,)=| ————d’vg,;
¢aﬂ( a) 472'80". ‘ra_rﬂ‘ Jij aﬂ( a) J. ‘Va—Vﬂ‘ yij
_ P -
V4= —8—/3 ViH ="
0

Elektricky potencial splituje Poissonovu rovnici. Z analogie je jasné, Ze bude platit

ViH 5 =—47fp| (2.108)

Piimo z definice lze ukazat, Ze V%Ga s =2H ;5 . Druhy potencial proto bude spliiovat rovnici

ViViGyp=—871fg| (2.109)

Zname-li tedy hustotu pravdépodobnosti ¢astic v ter¢i, mizeme z poslednich dvou rovnic
urcit Rosenbluthovy potencialy interakce nalétavajiciho svazku s ter¢em.

NapiSme na zavér piehledné vysledek této kapitoly — Fokkerovu Planckovu rovnici pro
svazek Castic a nalétavajicich na ter¢ f za pomoci Rosenbluthovych potenciala:

0 = F, -
%+(V0& 'Vx)fa +{—a'ijfa =Sap ;
a

m,+mgp _ = = = =
Sup=Kopln4, {_“—ﬂvv.(faVvHaﬂ)Jr VoV i (fo ViViGos) |

1

(2.110)
1 3

Hop(vo) =] gfﬁd Vg,

Gaﬂ(va) Ejgfﬁ d3Vﬁ .

2.4.5 Brzdéna a ubihajici testovaci ¢astice

Uvazujme nyni velmi jednoduchou situaci, kdy castice a nalétdva do homogenniho
izotropniho maxwellovského plazmatu a je v ném brzdéna na rychlost v(f). V plazmatu
neptedpokladame plisobeni néjakého silového pole. Hustota pravdépodobnosti testovaci
Castice bude dana Diracovou distribuci (viz dodatek B) a hustota pravdépodobnosti terce
Maxwellovym rozdélenim:

o =5(Va—V(Z));
T/Z - mv% (2.111)

m

B
fp=n

Uvazujme nyni Fokkerovu-Planckovu rovnici ve tvaru (2.110) a ur¢eme nejprve vliv
potencidlu H (tieciho ¢lenu) na pohyb ¢astice. Postupem shodnym s nésledujicim lze ukazat,
ze pro jednu castici je prispévek difuzniho ¢lenu nulovy. Nejprve vypoctéme potencial H pro
Maxwellovo rozdéleni terce:

ZkBTﬂ
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m}

3/2
1 3 mg 1 2UkgTy 13
J.g 2rkgTy I‘va—vﬂ‘

Integrand ma singularitu pro vz =v,, proto je nutn¢ integraci rozdélit na dvé Casti. Po

delS$im vypoctu dostaneme (viz dodatek AS5)
Vo UO,B

2 ¢ g
¢(x>sﬁ£efd§, U =

(2.112)
2kpTy
Rosenbluthiiv potencial H pro Maxwellovo rozdéleni lze tedy zapsat za pomoci chybové

funkce ¢. Piibuznou funkci, kterd se nam v budoucnosti hodi, je Chandrasekharova funkce
definovana vztahem

\/—Ifz e de

y(x) = > : (2.113)
X

Naleznéme limity obou dvou funkci pro malé a velké argumenty:

x<l = oy = j 1+---)d§z3\/2;x, (;5(35)~T

7Z' X 0
(2.114)

féz < dé—— 4(x) ~1.

x>1 = v(x) =

\/_ 2

Pribéh obou funkci je na nésledujicim obrazku. Chandrasekharova funkce je pojmenovana
podle indického fyzika Subramanyana Chandrasekhary (1910-1995).

1
¢
0,5
Y
—4 -2
2 4 X
0,5
-1
Funkce ¢ a w spolu souvisi jednoduchym vztahem
wix) = 2= (2.115)

2x?

Diikaz je jednoduchy. Dosad’'me do levé strany definici Chandrasekharovy funkce a do pravé
strany definici chybové funkce a na obou stranach vynechame jmenovatel x*:

2—§d E _ ex2

ﬂ”f “TE

69



Teorie plazmatu Statisticky pfistup — nerovnovazna statistika

Na obou stranach zkratime ¢iselné koeficienty a vyrazy budeme derivovat podle x:
2 2 2 2
2xte™ =e™® —(e_x —2x%e™" j

Obe¢ strany jsou si rovny a tak se pavodni funkce mohly liSit jen o konstantu. Snadno zjistime,
ze je nulova. Prepis Chandrasekharovy funkce pomoci chybové funkce je tedy spravny.
Vynasobme nyni Fokkerovu-Planckovu rovnici rychlosti v, a integrujme ji pies v, tedy

naleznéme prvni moment FP rovnice. Diky homogenité plazmatu na levé strané¢ vypadne
druhy clen, diky nepfitomnosti poli Clen tfeti. Na pravé stran¢ budeme zkoumat jen vliv
prvniho Rosenbluthova potencialu:

Iva%d3va :—ma-i_—mﬂKaﬂ InA,p Iva v, -(fOﬁVH)aﬁv

(2.116)
ot mﬂ

a

Za hustotu pravdépodobnosti nalétavajici Castice nyni dosadime Diracovu distribuci
o (Va —V(t)) a provedeme stfedovani pfes rychlost nalétavajici ¢astice. Upravme nejprve

levou stranu rovnice (2.116):

LS = J. fa d’v —Ivawd3v =

ot “
:—jvaé(va—v(t))d3v _ov
ot ot
Nyni zbyva nalézt pravou stranu FP rovnice:
m, +m 0 (1)
PS=——% LK InA, (v —v(t dv, =
mﬂ af af _[ a aVa [ ( ( )) a]
Mg, +mpg Mg +mpg OH (V)
= In A o — V(1)) =—FK_zlnA
mﬁ 'B af '[[ ( ) a] mﬂ ap ap aV

Operace (1) oznacuje integraci per partes. Pokud bychom na pravé stran¢ ponechali i druhy
Rosenbluthliv potencidl, provedla by se integrace per partes dvakrat, vysledek da vzhledem
k izotropii nulu. Prvni moment FP rovnice pro nasi testovaci ¢astici tedy da

ov My +mg OH (V)
—_— = InA, ,———;
o my LT oy

H(V)=ng— ¢[ ] (2.117)
Vog

1dime, Ze potencia je zodpovédny za zménu rychlosti ¢astice a oznaceni tohoto ¢lenu
Vidime, t | H d d hlost t tohoto ¢l
jako dynamické tfeni bylo opravnéné. Proved’'me nyni derivaci na pravé strané

v
0 (1 0 (1 0 v
GV( ¢(v/voﬂ)j %(ngﬁ(v/voﬂ)) azz(;—g U__2U0ﬁl//(v/00ﬂ)%

kde jsme vyuzili vztah (2.115) pro Chandrasekharovu funkci

Rovnost obou vyjadieni dokdZeme pozdéji v této kapitole. Sttedovanou FP rovnici (2.117) Ize
nyni pfepsat do jednoduchého tvaru

ov  my+m L v (v/vep)
—:—a—ﬂKaﬂlnAaﬁZrlﬂUOﬂ—V (2.118)

8t mﬁ
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Vysledek jsme zamérné upravili do tvaru 0v/0t =—-v, 3 v, ze ktercho Ize ode€ist srazkovou

frekvenci Castice prolétavajici plazmatem s Maxwellovym rozdélenim:

m, +m LW Vs
a—ﬂKaﬂ ln/laﬂ”ﬁ%ﬂ¥ . (2.119)

Va,B =2 mﬂ

Poznamky:

1) Uvedeny postup je zcela obecnym postupem ke zjisténi srazkové frekvence pro urcity déj.
Prevracena hodnota této frekvence je relaxacnim ¢asem daného déje. Do plazmatu vySleme
testovaci Castici a stfedujeme FP rovnici pfes urCity moment rychlosti (pfi sledovani pfenosu
hybnosti pfes prvni, pfi sledovani pfenosu energie pfes druhy). Poté FP upravime na tvar
0A/0t=—-vA, kde A je sledovana veli¢ina. Z pravé strany zjistime frekvenci v, jeji pievracena
hodnota je relaxaéni €as pro pfislusny déj.

2) Relaxacni Casy a prislusné frekvence samozrejmé zavisi na déji. Jinou rychlosti systém vyrovnava
hybnost s okolim a jinou svou energii.

3) Obecné da prispévek i druhy RosenbluthGv potencial, ktery souvisi s difuzi nalétavajiciho svazku.

Tenzor difuze Ize zavést vztahem Dy, = A 82G/80k801 .

4) V nasem pfipadé zavisi sraZkova frekvence na rychlosti astice jako w(v/vg)/v. Pro malé rychlosti
(napfiklad tec¢eni elektrického proudu) je 1//()c)%2)c/37r1/2 a srazkova frekvence na rychlosti
nezavisi. Naopak pro velmi vysoké rychlosti je y(x) = 1/2x* a s rostouci rychlosti srazkové
frekvence prudce klesa.

5) Obecné se srazkové frekvence pocitaji numericky, zejména v pfitomnosti poli a v plazmatu, které
nema Maxwellovo rozdéleni.

6) Pro Maxwellovo rozdéleni je analyticky vypocet potencialt v dodatku A5.

4

Je-li v plazmatu pfitomné slabé elektrické pole urychlujici c¢astici, 1ze pro ni napsat

pohybovou rovnici

dv QEFE

—==—_—y(V)V =
dt m ®) dt

Zda bude castice urychlovana nebo brzdéna zalezi na tom, ktery ¢len napravo prevladne.

@:@—Cty(v/vo). (2.120)
m

w(x)

QOE/mC

—> | <o <—oi0—>
X Xy x=v/y,

Pro malé rychlosti v oblasti I dochazi k urychlovani ¢astic polem (modra kiivka je nad
Chandrasekharovou funkci). V oblasti II jsou Castice naopak brzdény. Rovnovaha je v bod¢ x;
a je stabilni. Zde je vyrovnan vliv urychleni polem brzdéni tfecim &lenem. Céstice se
pohybuji konstantni rychlosti, prostfedi vede elektricky proud. Naopak pro rychlosti vyssi,
nez odpovida pruseciku x,, (oblast III) dojde k nekontrolovatelnému urychlovani c¢éstic.
Interakce s prostiedim klesa na zanedbatelnou miru a ¢astice je urychlovana polem na stale
vyssi a vyssi rychlosti. Takové Castice se nazyvaji ubihajici (runaway). Rovnovéaha v bodé x;
je nestabilni. K tomu, aby castice byla nekontrolovateln¢ urychlovana, postaci, aby v daném
poli byla jeji rychlost vyssi nez hodnota danéd prisecikem x,. Naptiklad elektrony vzniklé
interakci kosmického zateni s atmosférou mohou mit pocatecni rychlost vyssi, nez je mez pro
nekontrolovatelné urychleni v elektrickém poli mraki. Takové elektrony ziskavaji snadno
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relativistické rychlosti, jsou zodpovédné za gama zéablesky pozorované v atmosféfe pfi
bouikach a mohou pronikat do van Allenovych past, kde je nazyvame zabijacké elektrony,
nebot’ jsou nebezpecné pro piistroje kosmickych lodi i pro jejich posadky.

2.4.6 Relaxacni ¢asy a srazkoveé frekvence
Relaxacni Casy Ci srazkové frekvence se pocitaji zplisobem naznacenym v minulé kapitole,
vétSinou numericky. Analyticka feSeni jsou vzdy jen urcitym piiblizenim, zpravidla pro malé
rychlosti nebo malé pfedané energie, kdy 1ze Chandrasekharovu nebo jinou obdobnou funkci
nahradit rozvojem pro maly argument. Vzdy jde o vypocet momentli Fokkerovy-Planckovy
rovnice pro urcity typ prenosu. Zpravidla se pocitaji Ctyfi typy srazkovych frekvenci:

1) brzdéni testovaci ¢astice o okolni prostiedi,

2) difuze testovaci castice kolmo na magnetické pole,

3) diftize testovaci €astice podél magnetického pole,

4) energetické ztraty testovaci Castice.
Ziskané hodnoty se uvadéji v limité pomalych nebo v limit€¢ vysokych rychlosti a ¢tenar je
nalezne v kazdoro¢né aktualizované publikaci NRL Plasma Formulary [10]. Uved’'me zde pro
ilustraci vysledek srazkové frekvence pro brzdéni ¢astice a o prostiedi Castic S. Pti vypoctu

typu 1) se pocita prenos kolmé slozky rychlosti, nebot’ je doba mezi srazkami definovana
¢asovym intervalem, pti kterém se zménil smér rychlosti ¢astice o 90°. Vysledkem je vyraz

0,031nA [¢<v/v0ﬂ)—w(v/v0ﬂ>]

vV =n
B8 D em? N (2.121)

Je ziejmé, Ze v ~ Zv,, > V;; >V, . Je to predevS§im ddno riznymi hmotnostmi a rliznymi
tepelnymi rychlostmi elektront a iontd. Ve vztahu je rychlost v nejpravdépodobnéjsi rychlosti
nalétavajici Castice pii dané teploté, vos. nejpravdépodobnéjsi rychlosti ¢astic prostredi.

Priklad: Urcete vztah pro elektronovou vodivost pro malé rychlosti elektronti.

Vyjdeme ze vztahu pro vodivost (2.57), do kterého dosadime vyraz (2.121):

O-ee

2m em:g [kBT R

3/2
~ ; )-y(1)=0.6 =
e InA[g() -y ()] ]

me

O.. =
3 maell m, (2.122)

2 3/2
~107Z' me.& [kBTe] OCTe3/2.

Elektronovéa vodivost plazmatu nezédvisi na koncentraci. S rostouci koncentraci roste pocet
nosicu elektrického proudu a tak by se méla vodivost zvétSovat. Roste ovSem 1 srazkova
frekvence, coZ vodivost plazmatu zmenSuje. Oba faktory se pravé vyrovnaji. Proto vodivost
plazmatu zavisi jen na teploté plazmatu. Formule (2.122) se nazyva Spitzerova formule a je
pojmenovana podle amerického teoretického fyzika Lymana Spitzera (1914-1997). .
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3. TEKUTINOVY PRiISTUP - MAGNETOHYDRODYNAMIKA

3.1. Odvozeni rovnic nerelativistické magnetohydrodynamiky

Popis plazmatu v ramci teorie kontinua poprvé pouzil Svédsky fyzik a astrofyzik Hannes
Alfvén (1908-1995). Za prace v oblasti magnetohydrodynamiky ziskal Nobelovu cenu za
fyziku pro rok 1970. Zakladni rovnice MHD jsme jiz odvodili ze stfedovani Boltzmannovy
rovnice pies rizné momenty rychlosti. Spolu s Maxwellovymi rovnicemi pro elektrické
a magnetické pole mame vychozi soustavu pro popis plazmatu v rdmci teorie kontinua. Pokud
je v plazmatu dominantni magnetické pole, Ize provést celou fadu dalSich zjednoduseni, ktera
umozni soustavu upravit do podoby vhodné pro dalsi vypocty. Na plazma budeme pohliZet
jako na vodivou tekutinu (nebo vice prolinajicich se tekutin), jejiz chovani dominantné
ovlivituje magnetické pole. Existuje nékolik moZnych variant vychozich predpokladii teorie,
v tomto textu budeme vyuzivat nasledujici predpoklady:

— Plazma lIze povazovat za kontinuum

Plazma je srazkoveé dominantni a na prostorovych i ¢asovych skalach jsou srazky podstatnym
jevem. Stfedni volné drahy ¢éstic jsou mnohem kratsi nez rozméry L sledovaného plazmatu
a stfedni kolizni Cas pro jednotlivé ¢astice je mnohem krat$i nez doba 7, po kterou plazma
sledujeme:

Aes Ay Ay K L Te,Ti, Ty < T (3.1)

— Plazma je kvazineutralni

V plazmatu jsou volné nosice naboje, ovSem v kazdém makroskopickém objemu je stejny
pocet kladnych a zapornych nabojl. Prostorova hustota naboje je nulova

Py =0 = D 0n,=0 = —en,+Zen;=0. (3.2)

kde Z je stupeni ionizace plazmatu a n koncentrace Castic.

— Jednotekutinovy model

Plazma Ize povazovat navenek za jedinou tekutinu. Ue
Uniknou-li ze systému leh¢i elektrony, tdhnou za sebou <:lj
pomoci Coulombova pole tézsi ionty (ambipolarni difuze). u;

Rychlosti elektronové i iontové slozky jsou zhruba vyrovnané:

e =~ ui (33)

Obe rychlosti jsou ptiblizné rovny tézistové rychlosti
m,u
u= M ) (3.4)
Z My

Nepatrny rozdil rychlosti elektronii a iontl souvisi s proudovou hustotou tekouci plazmatem
i=Y.0,m,u, . (3.5)

Pro jedenkrat zcela ionizované plazma je n,=n; a j=en (u;—u.). V jednotekutinovém

A%

modelu pouzivame namisto elektronové a iontové rychlosti tézistovou rychlost a proudovou
hustotu

u,,u; = uj
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Odvod’'me vztah pro hustotu Lorentzovy sily
F, =0, E+Q,v,xB;
f,=0,n,E+Q,n,u,xB;
f=>(0,n,E+Q,n,u,xB)=jxB.

Prvni ¢len je nulovy z diivodu pozadavku kvazineutrality.

— Nerelativistické plazma

Ve vsech vypoctech budeme pozadovat nerelativistické rychlosti vSech druht castic, tj.

Yo 1, (3.6)
c
To s sebou nese relativné jednoduchou podobu Ohmova zékona (v pohybujicim se plazmatu
je tieba transformovat elektrické pole E z laboratorni soustavy na pole E' v soustavé
pohybujici se s plazmatem, kde plati Ohmiv zakon j=oE'):

E+uxB

N s

j=oE =0 =o(E+uxB). (3.7)

— Posuvny proud je zanedbatelny

V Maxwellové rovnici rotH=j+0D/0t zanedbame Maxwelllv posuvny clen oproti

proudové hustoté. To je mozné jen pro nizkofrekvenéni déje, konkrétné pro rovinnou vinu
méame podminku

D

<|i| = |iwcE|<cE = o>we. (3.8)

Podminka je splnéna pro vysoce vodivé plazma a nizké frekvence déja.

Substancionalni derivace a rovnice proudnice

Pojem substancionalni derivace a rovnice proudnice jsou v teorii kontinua uzitené, a proto se
s nimi seznamme jesté pred tim, nez odvodime zdkladni sadu rovnic magnetohydrodynamiky.
m Substancionalni derivace

Naleznéme uplnou casovou derivaci né¢jakého vektorového pole A(z,x)

d 0A; Ay dx, 04, oA, o4,

— A, (t,x) = —+ = +u = +(u-V)4,.
g X = ox, dt ot 'ox, ot (u-V) 4
Uplna derivace vektorového pole (tzv. substancionalni derivace) se sklada ze dvou ¢asti
d OA
—A =—+(u-V)A 3.9
dt ot ( ) (39)

Prvni ¢ast odpovida explicitnim zménam poli, druhé souvisi s proudénim. Pro substanciondlni
derivaci miizeme operatorove psat
d

4 _0 4y (3.10)
di ot
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m Rovnice proudnice

Uréeme nyni zménu elementu proudnice Ol:

dol=dudt,
ol = 5u:u(r+5l)—u(r):(§l-V)ll,
dt
ol
dol
2 — (81-V)u. 3.11
dt ( )u G0

3.1.1 Rovnice pro magnetické pole a vektorovy potencial

Casovy vyvoj magnetického pole uréime z Maxwellovych rovnic doplnénych Ohmovym
zakonem v pohyblivém prostiedi (3.7)

rotE:—%—l:; Po=0;

rotH=j; j=o(E+uxB); (3.12)
divB=0; D=¢E;

divD=py; H=B/u.

Z prvni rovnice urCime ¢asovou zménu magnetického pole, za elektrické pole dosadime
z Ohmova zakona a za proudovou hustotu z druhé z Maxwellovych rovnic:

B =—10tE =— rot(i— uxBj = —LrotrotB + rot(uxB).
ot o ou
Dvojnou rotaci ptepiSeme pomoci vztahu (A.15) a ziskdme vyslednou rovnici
oB 1
— = —AB + rot(uxB
o on (uxB)| (3.13)

Rovnici pro ¢asovy vyvoj magnetického pole 1ze upravit do tvaru se substancionalni derivaci.
Pouzijeme k tomu piepis druhého ¢lenu pomoci vyrazu (A.17)

B _ L AB + (B-V)u - Bdivu - (u-V)B,
ot ou
oB

—+(u~V)B=LAB + (B-V)u — Bdivu.
ot ou

Alternativni tvar rovnice pro ¢asovy vyvoj magnetického pole tedy je

dB 1
— = —AB + (B-V)u — Bdivu.
dt ou ( ) 3.19)

Magnetické pole se miize podle (3.13) zménit dvéma zpisoby. Prvni ¢len na pravé strané je
klasickéa difiize — pomalé pronikani magnetického pole do okolniho plazmatu. Druhy ¢len
souvisi s pohybem plazmatu, fikd se mu clen zamrzani. Magnetické silokiivky sleduji pohyb
plazmatu, jsou jakoby vmrznuty do plazmové tekutiny. Nyni zhruba odhadnéme pomér
ptispévka obou clenil (tzv. Reynoldsovo magnetické cislo). VSechny vektory odhadneme
jejich velikostmi a derivace pfevracenou hodnotou rozmérti systému:
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¢len zamrzani I

#reM = =ouul. (3.15)

clendifize 1 1 ,

\

Diflize Zamrzani

Pro idedlné vodivé plazma (o — ) dominuje ¢len zamrzani ( Ry, > 1). Naopak pro pomalé

pohyby plazmatu dominuje ¢len difuze (Ry; < 1). Limitni pfipady maji tvar

O—>©: 88—1: = rot(uxB).
3.16
oB 1 (3.16)
u—>0: — = 1y AB; M =—,
ot Ol
m Clen zamrzani
Zabyvejme se nyni jen ¢lenem zamrzani
OB
— = rot(uxB).
2 (uxB)
Rotaci na pravé strané upravime pomoci dvojného vektorového soucinu — viz (A.17)
88—B=(B~V)u — (u-V)B - Bdivu.
t
Dosad'me za divu z rovnice kontinuity
a—’0—|-divpu=0 = a—p+(u-V)p+pdivu:O = divu:—la—p—l(u-V)p.
ot ot pot p
Po elementarnich tipravach mame (zanedbavame clen difuze)
9B _ (B-V)u — (u-V)B + E6—'0+E(u-V),0.
ot pot p
Celou rovnici vydélme hustotou a pifeskupme jednotlivé ¢leny
1 6B B B 1 B
1B _ _28_/0 =|—Viju-—V)B+ —(@uV)p.
pot  pot  \p P P

Prvni dva ¢leny na levé strané Ize spojit do jednoho vyrazu a druhé dva ¢leny na pravé strané

také:
or\ p p p

Substituci b = B/p rovnice piejde na
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ob
5 +(u-V)b = (b~V)u.

Po zavedeni substancionalni derivace ziskame rovnici proudnice (3.11)

P~ (b-v)u. (3.17)

Magnetické pole proto sleduje proudnice a je virzl¢é do plazmatu.

m Clen difaze

Zabyvejme se nyni druhou alternativou, difuznim clenem. Koeficient 7,; se nazyva
koeficient magnetické diftize. Rovnici difize miizeme piepsat do tvaru

LB=0; ﬁs%—nMA. (3.18)

Operator L je linedrni a proto miZzeme hledat feSeni jako superpozici Fourierovych modii
B(1,x) = [By (t,0)d°k = [ (e d k. (3.19)
Kazdy z Fourierovych modia By musi splilovat rovnici difize:

,CABRZO; =

0 ik-x
N P ) A S
(at M jk()e

— +nukic, =0 =
it v €k

e (£) = ¢, (0)e MK

Celkov¢ feseni tedy napiSeme ve tvaru

2 .
B(t,x) = j ¢, (0)e MK gikx g3y (3.20)

Dosadime-li do vztahu ¢ = 0 a provedeme inverzni transformaci, ziskame vztah pro pocatecni
hodnoty

6 (0) =—— [BO, )¢ > (21)
(27)

PovSimnéte si vztahu (3.20). Kazda Fourierova komponenta exp(ik-x) se v cCase tlumi
faktorem exp(—mmk*7). Tedy fluktuace malych rozméri (velkych k) jsou utlumeny mnohem
rychleji nez fluktuace velkych rozmért. To je pro difuzi charakteristické, diftizi zanikaji
nejprve drobné nepravidelnosti.

Najdéme nyni Greenovu funkci pro rovnici difize v neomezeném prostredi, tj. za pocatecni
impulz budeme volit Diracovu distribuci lokalizovanou v bodé x' a mitici ve sméru By:

B(0,x)=B,o(x-x) =
Také bychom mohli pocitat Greenovu funkci pro kazdou slozku magnetického pole zvlast,
vSechny slozky totiZ spliuji rovnici difuze.
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Diractiv impulz postupné dosadime do (3.21) a (3.20), vysledné feSeni ozna¢ime G

¢, (0)= B 3 Ié‘(x—x’)e_ik'x dix=—20_ 3 e kY o
(27[) (27T)
G(.x.x) = (zB—O)SI MK ) (3.22)
T

Jde o obecny zapis Greenovy funkce (feSeni rovnice diftize pro Diraciiv impulz lokalizovany
v misté x', kde ma pole smér B ). Vysledek integrace samoziejmé zavisi na okrajovych

podminkach a volbé soufadnicové soustavy. Proved'me integraci v jednoduchém ptipadé
neomezeného prosttedi popisovaného v kartézské soutadnicové soustave:

G(,x,x")= &3
27[)

2,,2.,2\,
B, : J«e_qM(kx+ky+kZ ) el(kxax+kyay+kza2)dkxdkydkz =

or)
:&(J‘e—mkfmkxax dkx)(j"'dky)(_["'dkz) -

2 . ’
J'e—an tezk-(x—x )d3k _ /X—X’ =a

(27)’
0 ; 2 )
(27[)3 J.exp _”M’(kx—anJ e dk, (I"'dky)(_[“'dkz)—
az a§+a§+a22
=&3 e i || ...)z%e_w’
(27) /vy (47znpt)

kde jsme argument doplnili na ¢tverec v k.. V neomezeném prostiedi mame tedy vysledek:

~ |X—X/|2

B At
G(t,x,x)=—20 ¢ M
Grmt)” (3.23)

Je ztejmé, ze Diraciiv impuls lokalizovany v x' je gaussovsky s ¢asem ,,rozmyvan“. V 1D
problému je situace ukdzana na obrazku:

78



Teorie plazmatu Tekutinovy pfistup — magnetohydrodynamika

Obecnou pocate¢ni podminku rozloZime na jednotlivé diracovské impulzy a vysledna feSeni
seCteme:

_|x—x’|2

1 At 3 3.
B(t,x)=————— |e ™" B(0,x)d"x". 3.24
Grmt)” .[ (3.24)

Pole je tedy konvoluci pocatecni podminky a Greenovy funkce s Diracovym impulzem
mificim v kazdém bod¢ prostoru ve sméru pocateéni podminky. Piimym dosazenim do
rovnice difuze Ize snadno ukézat, ze vztah (3.24) je jejim feSenim.

Poznamky:

1) Alternativné Ize pfi FeSeni vyuzit shodného tvaru rovnice difize se Schrdédingerovou rovnici
a operatorové ihned napsat feSeni

A(t—t
|B(t)> — oMA(=1p) |B0> _
Dosazenim do rovnice difuze okamzité vidime, Ze jde o FeSeni, které navic splfuje pocatecni

podminku. Standardnimi metodami popsanymi v [2] je tfeba najit spektrum Laplaceova operatoru
a poté pouzit vétu o spektralnim rozvoji:

[B() = 2™ k) (k| By )
k

Alky= ;| k).
2) Stejné feSeni ma i rovnice pro difuzi ¢astic:
O_n =DAn;
ot
L et
G(t,x,x) = 4Dt . (3.25)

——=¢€
(4zDt)*"?
n(t,x) = j G(t,x,x)n(0,x")d’x’

3) V pfipadé zdroje &astic, ktery je v jedné dimenzi dopliuje tak, aby v poCatku byla neustale
koncentrace ny, je feSenim rovnice difiize (1ze snadno dokazat dosazenim)

n(t,x) = ny [1 - ¢( \/%ﬂ : (3.26)

kde ¢ je chybova funkce definovana vztahem (A.33)

Priklad: Naleznéte stfedni polohu a stfedni kvadratickou fluktuaci polohy castic pro difuzi
Diracova impulzu, tedy pro Greenovu funkci (3.25), pokud je zdroj v pocatku (x' = 0)

Reseni: Ur¢eme napiiklad <x> a <x*>:

x2+y2+22

! 4Dt xdxdzdy =0,

<x>:IG(t,x,x')xd3x=IWe
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_X2+y2+22

<x2> = [Ge.xx)x? d*x=| ! 4Dt 32 dxdzdy = 2Dt .

——=¢C
(47D1)*?

Integraly se rozdéli na jednotlivé integrace a ty ur¢ime ze vztaht (A.1) a (A.2). Je zfejmé, Ze
sttedni poloha je v poc¢atku (tam, kde byl lokalizovan Diractiv impulz) a plati:

(x)=(0,0,0),
<X-x>=<x2+y2+zz>:6Dt,

Ly = \/<x-x>—<x>-<x> =\6D1.

Pro difuzi je charakteristické, ze stfedni kvadratické fluktuace rostou s Casem jako "2,

m Rovnice pro vektorovy potencial

Nékdy je vyhodnéj$i namisto magnetického pole pouzivat vektorovy potencidl spliujici
vlnovou rovnici a Lorentzovu podminku

1 8? ,
AA—C—287A =—H)>
(3.27)

(z¢ +divA=0.
c ot

V magnetohydrodynamice zanedbavame Maxwelliv posuvny proud, coz je ekvivalentni
omezeni se na nizké frekvence dé&ju, viz (3.8). Z rovnice pro vektorovy potencial potom
zbude jen

AA =—pj.
Za proudovou hustotu dosadime z Ohmova zékona (3.7)

AAz—yOG(E+uxB).

V magnetohydrodynamice je elektrické a magnetické pole dano vektorovym potencidlem:

E= _oA ; B=rotA,
ot
coz po dosazeni do piedchozi rovnice da vyslednou rovnici pro vektorovy potencial
a—A=LAA+U><rotA. (3.28)
ot  uyo

Rovnice pro vektorovy potencial ma opét ¢len zamrzani a ¢len diftize. RozepisSeme-li dvojny
vektorovy soucin napravo, ziskdme snadno tvar se substanciondlni derivaci

dA; 1 0A
=—AA, +u, —*
at o Ty (3.29)

1
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3.1.2 Rovnice pro hustotu

Uvazujme proudéni aditivni veli¢iny 4 (roste s mnozstvim latky, naptiklad hmotnost, naboj,
energie). Proudéni popisujeme Ctyimi veliCinami

py= lim ad. J4= PV
AT A0 AV AT AT
Tyto Ctyfi veliiny tvoii relativisticky Ctyfvektor a transformuji se za pomoci Lorentzovy
matice — p4 nazyvame hustotou; j4 nazyvadme tokem (mnozstvi A4 proteklé jednotkovou
plochou za jednotku Casu). Jestlize se veli€ina A pfi proudéni neztraci ani nepiibyva, musi
casovy ubytek veli¢iny z libovolného objemu byt roven toku veli¢iny pies plochu ohranicujici
tento objem:

d .
—E_[[PAdV = a_[/JA ds

Hranice objemu V' je oznacena 0V . Pomoci Gaussovy véty integralniho poctu pievedeme
plosny integral na objemovy a oba integraly spojime:

0 .
j(ﬂmwhjw = 0.
ot
14
Uvedeny vztah musi pfi proudéni platit v libovolném objemu a to je mozné jen, je-li
argument integralu roven nule:

_62,4 +divi, = 0 (3.30)

Odvozeny vztah se nazyva rovnice kontinuity a na pravé strané je nula, pokud se veli¢ina 4
pii proudéni zachovava. Nezachovava-li se, neni na pravé stran¢ nula. Pro hustotu hmoty
budeme psat

op .
—+divpu = 0
o1 P , (3.31)

kterou miizeme upravit do tvaru se substanciondlni derivaci:

6—10 + ak(puk) =0 =

ot
8p+8pu +p6uk:0 -
ot axk 8xk
op .
— 4+ (u-V)p + pdiva = 0.
ot
Vysledny tvar proto je
dp .
— + pdiva = 0.
p P (3.32)

Z posledniho vyrazu je ziejmé, ze nestlacitelna tekutina (kapalina) spliiuje

p = const = diva=0. (3.33)
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3.1.3 Rovnice pro rychlost

Rovnici pro rychlost odvodime ve tfech fazich. Nejprve pro idealni hydrodynamiku (bez
viskozity), poté pro viskozni proudéni a nakonec pro proudéni za pfitomnosti magnetického
a gravita¢niho pole. Ve vSech piipadech nalezneme jak konzervativni tvar (ve tvaru rovnice
kontinuity) tak tvar se substancionalni derivaci. Vysledky budou kompatibilni se stfedovanim
Boltzmannovy rovnice pies rychlost ve statistice.

1. Idedlni hydrodynamika

Pro objekt o hmotnosti m plati Newtonova pohybova rovnice

dv

m— = F .
dt

Pro proudici prostedi zavedeme hustotu sily
AF

f= lim —. (3.34)
AV—>0 AV

V hustotach bude Newtonova pohybova rovnice mit tvar

du

— =1, 3.35
pdl (3.35)

Po rozepsani substanciondlni derivace ziskdme rovnici

pz—l;+p(u-V)u =f. (3.36)

Zbyva urcit hustotu sily. Ta se 1isi podle procesii, které popisujeme. Miize jit o hustotu
Lorentzovy sily jxB, u zvukovych vin v plynech ptijde o tlakovou silu. Standardné sila mifi

k minimu potencidlni energie:
F=-VWp (3.37)
nebo v hustotach

f=—Vwp. (3.38)

Tlakova energie je W, :j pdV , hustota tlakove energie proto je w, =p a hustota sily

zpusobena tlakem vychazi

f=-Vp. (3.39)
Pohybova rovnice (3.36) s hustotou sily zptisobenou tlakem ma proto tvar
paa—l;ﬁtp(u.V)u = -Vp. (3.40)
Jde o hledanou rovnici pro ¢asovy vyvoj rychlostniho pole.
du . ou
— = -Vp, neboli —+p(u-V)u = -Vp.
P p p-tp(uV) p (3.41)

Nyni tuto rovnici prepiSeme do konzervativniho tvaru, tj. budeme hledat zakon zachovani
rychlosti ve tvaru rovnice kontinuity. Naleznéme ¢asovy vyvoj hustoty hybnosti
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—(P ug) = é’t Fl

Za casovou zménu hustoty dosadime zrovnice kontinuity (3.31) a za ¢asovou zmeénu
hybnosti z pohybové rovnice (3.41):

0
E(P”k)=—51(,0“z)uk —pu0)u —0p .

Vsechny cleny pfevedeme na levou stranu a upravime:

0 o(pu;) uy, 6p
—_ _I_ —_—
v (ouy) ox, u, + (pu;)—

=0 =
8x1 axk

5 5 op
— + — + — =0 =
Py (puy) ox, (P”z”k) ox,

—(/?“k) + ai(pé}d +P”k“1) =0,
X
Ziskali jsme zadkon zachovani hybnosti. V zavorce v prostorovych derivacich je tok hybnosti
neboli tenzor tlaku. Sama hybnost je vektorova veli¢ina a proto jeji tok tvoii tenzor druhého
fadu. Symetrie tenzoru tlaku zajisStuje zachovani momentu hybnosti v proudici kapaling.
Tenzor tlaku se sklada ze dvou Casti — skalarni ¢asti, kterou tvoii normalni tlak piisobici ve
vSech smérech stejn€. Druhou ¢ésti je tenzorova ¢ast souvisici s proudénim tekutiny. Zakon
zachovani hybnosti miizeme napsat ve slozkovém zapise

0
—(puk)+—(T(P)) =05 Ty =poy + puguy |. (3.42)

nebo v invariantnim tvaru

b . . i
a(pu) + V-Tp =0;  Tp=pl+pu®u | (3.43)

Pfipomenime, Ze tento vztah jsme jiz odvodili jako prvni moment Boltzmannovy rovnice
(2.34). Index (P) oznacuje tlak, pozdéji ptibude tenzor viskozity a Maxwelliv tenzor pnuti.

2. Viskozni tekutina

y - Pro viskézni tekutiny jsou charakteristické nenulové prostorové
—> derivace rychlosti. Naptiklad tekutina proudici mezi dvéma deskami
> V' mau povrchu desek rychlost nulovou a mezi deskami maximalni:
x> Ou, /0y #0 .

Ztraty hybnosti zptisobené viskoznimi procesy budou dany tenzorem viskozity zavislym na
prostorovych derivacich rychlosti

Via = fr(Ou;/0x ;).
V nejjednodussim priblizeni bude tenzor linearni v derivacich rychlosti, pfipadné provedeme
Taylortiv rozvoj do prvniho fadu v derivacich rychlosti. Tenzor musi byt symetricky tenzor

druhého taddu (z divodu zachovani momentu hybnosti). Nejobecnéjsi tvar symetrického
tenzoru za nasich predpokladi bude
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Vkl =da 6“]( +% bé‘k[ au = da %‘F% +b5kldlvu
ox; Oxy ox,, ox; Oxy

symetricky tenzor ziskdme pomoci souctu derivaci v zavorce nebo souctem vSech
diagonalnich ¢lenti (divergence rychlosti). V matematice i ve fyzice se dobie pracuje
s tenzory s nulovou stopou (souctem diagonalnich ¢lentl). Stopa tenzoru se zachovava. Proto
se ¢ast druhého (skalarniho) vyrazu piida k prvnimu vyrazu, tak aby mél nulovou stopu:

8uk aul
Vi = a—+———5k,dlvu + oy divu. (3.44)
xl axk 3

Stopa tenzorové casti v kulaté zavorce je nulova:

%+%__5kk divu |= (dlvu+dlvu—g -3- dlvuj = 0.
ka 6xk 3 3

Koeficienty 77 a ¢ se nazyvaji prvni a druha vazkost. Konzervativni tvar zdkona zachovani
hybnosti potom ma tvar

0 0 (7
u,) + Ty’ =V, =0
o (puy) ax,( ki kl) . (3.45)
nebo v invariantnim tvaru
(puy + ¥-(Tp-V) =0 (3.46)
ot ' ’

U viskozniho tenzoru piSeme znaménko minus, protoze jde o ztraty toku hybnosti. S touto
konvenci jsou oba viskézni koeficienty kladné. Odvod’'me nyni pohybovou rovnici. Ve vztahu
(3.45) dosadime za oba tenzory a provedeme vSechny derivace:

0 0 auk aul 2 . .
—(puy) + —| poy + puju; — +———0ydivu | — {o,;diva| =0 .
at(/? K) axllp 5t PULU 77[81 o, 3N J SO }
Po pfimocarém vypoctu ziskame pohybovou rovnici
ou .
p5+p(u-V)u = -Vp + nAu + (£+n/3)V(divu) | (3.47)

Jde o slavnou Naviereovu-Stokesovu rovnici pro viskozni tekutinu. Je-li tekutina nestlacitelna
(kapalina, divu =0) ziska pohybovéa rovnice jednoduchy tvar

pg—l;+p(u-V)u =-Vp + nAu (3.48)

a kapalinu lze popsat jedinym visk6znim koeficientem 7;.
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3. Vodiva tekutina

V ptipadé¢ magnetohydrodynamiky se v rovnici (3.47) objevi na pravé strané jeSté hustota
Lorentzovy sily:

p%l;w(u-v)u = -Vp + nlu + (£+n/3)V(divu) +jxB | (3.49)

Pro odvozeni konzervativniho tvaru sta¢i upravit jen hustotu Lorentzovy sily, konzervativni
podobu vSech ostatnich ¢lenti zname:

(ixB), =(rotHxB), =&, (rotH), B,, = &4/,4&1,00,(H,,)B,, =

OH OoH OH
= _glkmglnoan (Ho)Bm = (_ 5kn5mo + 5k05m") aTO Bm T 8xm Bm " Ox ) Bm B
n & "
__ 0 (H-BJJr 0 (HkBm)_Hk%-
5xk 2 axm axm

Posledni ¢len je nulovy a v prostfednim ¢lenu zaménime scitaci index:
. 0 (H-B 0 0 |H-B
(jxB), =~ _(—) +—(HB))=- o [—5kz - Hsz}
X] 2

Vyraz v hranaté zavorce je Maxwelliv tenzor pnuti pro magnetické pole. Ma stejné jako
tenzor tlaku skalarni a vektorovou Cast. Po pievedeni na levou stranu pohybové rovnice
dostaneme vztah

0 O (m(P) . 7(M) _ 1 \ _
5(/0”/() + a_xl(Tkl + Ty Vkl) =0 | (3.50)

Jednotlivé tenzory maji slozky

p
T\ = pSy + puyu;

M _H-B
Tlgl ) =Té‘kl _HkBl > (3.51)

i) g O 2 | e, dim,
le 6xk 3

Skalarni ¢ast Maxwellova tenzoru pnuti se nékdy nazyva magneticky tlak a je rovna hustoté
energie magnetického pole
H-B B’
PM=——"=". (3.52)
2 2
Tenzorova ¢ast souvisi se silovym pisobenim danym zaktivenim magnetickych siloktivek.
Poznamka 1: Uvedeny vztah jsme jiz odvodili dfive jako prvni moment Boltzmannovy rovnice.
Poznamka 2: Magnetické pole pfitomné ve slunecnich skvrnach je zodpovédné za jejich nizsi teplotu

BZ
Pout = Pin = nkTout = + nkTin
2 p1g

Tlak ve skvrné je dan magnetickou i hydrodynamickou &asti.
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Poznamka 3: Lorentzova sila ma dvé ¢asti:

- 1
xB=-V.- Ty =-Vpyy+—(B-V)B . (3.53)
Ho
Prvni €ast je gradientem magnetického tlaku, druha &ast souvisi se zakfivenim magnetickych

silokfivek. Sila se bud snazi silokfivky napfimit a nebo pokud jde o silokfivky uzaviené, snazi se
z nich udélat kruznice.

3.1.4 Uzavreni soustavy

Ve statistice jsme si ukdzali, jak stfedovani Boltzmannovy rovnice ptes rychlostni ¢ast
fazového prostoru vede na rovnice kontinua. Jednd se o rovnici kontinuity, rovnici pro
rychlost, rovnici pro energii (teplotu, tlak), rovnici pro tepelny tok, atd. Nekonecnou soustavu
parcialnich diferencidlnich rovnic ziskanou stfedovanim pies mocniny rychlosti je tfeba
v urcité fazi ukoncit algebraickym vztahem. My tak ucinime u rovnice pro tlak a budeme
predpokladat, Ze tlak spliuje algebraicky vztah (mize jit o polytropni ¢i jinou zavislost)

p=p(p). (3.54)

Na zavér zapiSme prehledné ziskanou sadu MHD rovnic v konzervativnim tvaru

o8 = LAB + rot(uxB)

ot Oy

a—’0+divpu =0
ot

9 O (p(®) M) _p )
5P * 5 (7 + 180 - ¥y =0,

p=p(p).

a v tvaru s Uplnymi ¢asovymi derivacemi:

d_B = LAB + (B-V)u — Bdivu.

dt Oy
dp .
—— 4+ pdivu = 0
dt &

dv 1 )
’OE =-Vp -Vp, +—(@B-V)B + Au + (£+n/3)V(divu)
Ho
p=p(p).

Existuji rizné modifikace uvedené soustavy rovnic, rovnice kontinuity a pohybové rovnice
mohou byt naptiklad uvazovany pro elektronovou a iontovou slozku oddélen€, soustavu
muzeme uzaviit az po rovnici pro energii algebraickym vztahem pro vedeni tepla, rovnice Ize
zobecnit 1 pro dominantni vliv elektrického pole.

K nejcastéji pouzivanym uzavienim soustavy MHD rovnic patii:
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e Uzavieni nestladitelnou tekutinou (p = const). Uplna ¢asova derivace hustoty je nulova

d
a—’; +-V)p =0 (3.55)

a z rovnice kontinuity lze ukézat, Ze div u = 0.

e Uzavieni polytropou (pp” = const). Po tpravé

d _ 0 _ 0 _

— 71=0 = — "+ v, — 7)=0.

Apr7) e )+ o (pr7)

Provedeme obé¢ derivace jako derivace soucinu funkci a za parcialni derivaci hustoty podle
¢asu dosadime z rovnice kontinuity. Po jednoduchych tpravach ziskame

Gy

v +(u-V)p + ypdivu = 0. (3.56)

e Uzavrieni CGL (Chew — Goldberg — Low). Zohlednuje anizotropni chovani plazmatu:
BB,
B2

POy = Pu=P1%u+(p —p1) (3.57)

Toto anizotropni uzavieni navrhli F. Chew, M. Goldberg a F. Low jiz v roce 1956.
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3.2. Vybrané jevy z magnetohydrodynamiky

3.2.1 Hartmannovo reseni

Z klasické hydrodynamiky je zndmo chovani nestlacitelné viskozni kapaliny mezi dvéma
vodorovnymi deskami. Je-li na zaCatku a konci desek rozdilny tlak, mutze vzniknout
jednoduché laminarni proudéni, které se fidi Poiseuillovym zdakonem, ktery objevil
francouzsky fyzik a matematik Jean Louis Marie Poiseuille (1797-1869). Rychlost ma
parabolicky pribéh — v t€sné blizkosti desek je rychlost nulova, uprostied toku maximalni. To
je zpusobeno viskdéznimi procesy neboli vnitinim tfenim kapaliny. Okrajové efekty desek
zanedbavame.

Je-1i kapalina vodiva, lze nalézt obdobné feSeni zrovnic magnetohydrodynamiky, které
poprvé odvodil dansky inzenyr Julian Hartmann v roce 1937. NapiSme nejprve vychozi
soustavu rovnic magnetohydrodynamiky:

L y=+a

divu=0,
pa—u+p(u-V)u:—Vp+77Au—{ﬁxB}, (3.58)
ot y7,
a—BziABJrrot[uxB].
ot ou

Prvni rovnice je rovnice kontinuity pro nestlacitelnou kapalinu, druhéd rovnice je pohybova
rovnice, napravo je postupné tlakova sila, viskozni sila a Lorentzova sila. Posledni rovnice je
rovnice pro magnetické pole s difuznim ¢lenem a ¢lenem zamrzani.

Poznamka: Stavovou rovnici, kterou se bé&zné uzavira MHD soustava, nemizZeme u nestlacitelné
kapaliny pouzit, protoZe tlak neni funkci hustoty. Tlak klesa ve sméru proudéni linearné, zatimco
hustota kapaliny je konstantni. Soustavu Ize uzavfit pfedpokladem konstantniho gradientu tlaku ve
sméru proudeéni.

Soutadnicovou soustavu zvolime podle obrazku (tak, abychom maximalné vyuzili symetrii
problému). Budeme ptedpoklddat stacionarni proudéni, tj. ¢asové derivace v (3.58) budou
nulové. Proudéni predpokladame jen podél desek, tj. rychlostni pole bude mit jen slozku
u,(y) zavislost na y je dana symetrii problému, u desek (pro y =*a) je rychlost nulova,

uprostied oblasti maximalni. Nenulové magnetick¢é pole budeme ptedpokladat v fezu
proudéni podle obrazku, tj. nenulove B,(y) a B, (y).Z Maxwellovy rovnice divB =0 plyne,

ze B, musi byt konstantni. Tlak musi klesat pod¢l proudéni a miZe byt stejn¢ jako ostatni
veli¢iny zavisly na soufadnici y. Hledané feSeni ma tedy tvar:

u=[u(y),0,0]; B=[B(1),By,0]; p=p(x). (3.59)
Po dosazeni do sedmi rovnic (3.58) zbudou netrivialni vztahy

2 B 2
0:_5_P+77d u,ZodB oz—a—p—ﬁd—B 0= d—B+Boﬂ. (3.60)

ox  dy* wdy’ oy udy’ " op dy? dy
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Reseni ziskané soustavy neni slozité. Predpokladejme, stejné jako v Poiseuillové zakong,
linearni Gbytek tlaku ve sméru proudéni, tj. Op/Ox = const. Lze ukézat, Zze jiny pribch ani
neni mozny. Potom prvni a tfeti rovnice ddva soustavu pro rychlost a magnetické pole,
z druhé rovnice je tfeba dopocitat tlak. Pro u# a B tedy mame:

d*u By dB 1 d’B  du
N—7 +———=const, ——— +B;—=0
dy~ wpdy oudy dy
Prvni rovnici derivujeme podle y a z rovnic vylou¢ime druhé derivace magnetického pole:
d*u 1 d | oB;
o Ldu_oo g LB
dy> D-dy D n
Po prvni integraci mame
du 1
Cu_ 1, ¢
dy° D

Jde o linearni diferencidlni rovnici s pravou stranou. ReSeni nalezneme jako soucet
homogenniho a partikularniho feseni (Ize ho hledat ve tvaru konstanty):

u(y) = uy () +up(y) =C, ch[+%}+ C, sh[—%}—clpz .

Namisto exponenciel jsme zvolili bazi homogenniho feSeni z funkci ch a sh. Konstanty
integrace ur¢ime z podminek u(+a)=0; u(0)=u,. Vysledné feseni je

Ch(gj_Ch(ly)j / n
= : D= |——.
u(y)=ug ch(aj—l o B (3.61)
D

Nyni jiz snadno z prvni nebo tfeti rovnice (3.60) dopocteme magnetické pole. Integracni
konstanty ur¢ime z podminky spojitosti te¢nych slozek vektoru magnetické intenzity H na
rozhrani ( By/uy = B,/1t5), odkud plyne B(+a)=0. Vysledek je

Sh(zy)J_ySh(g) [
—_ a . = —_—
B(y)=pugon ch(gj—l ) D= B (3.62)

Nalezeny profil rychlostniho a magnetického pole je na nésledujicim obrazku. Pfitomnost
magnetického pole zplisobuje zplosténi rychlostniho pole v blizkosti centra proudéni a jeho
rychly pokles v blizkosti desek. Nenulova konstantni slozka pole ve sméru y (napfi¢
proudéni) zptisobuje existenci slozky pole ve sméru proudéni, jejiz profil je také na obrazku.

\ | y=+ta
y y

u p o —

\ | y=—a

Polohu maxima a minima magnetického profilu je mozné ziskat derivaci vztahu (3.62)
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Y12 =% Darcch B sh (%ﬂ : (3.63)

Zajimava je limita rychlostniho profilu pro slabé (a/D <« 1) a silné (a/D >1) magnetické
pole.

m Slaba pole

Pro slabé pole provedeme rozvoj exponencidl do prvniho fadu a dostaneme znamy
Poiseuilltiv parabolicky profil, magnetické pole nema na proudéni podstatny vliv:

2
u=uyll- (1) .
a
Pro silné pole musime fesit ptipad y >0 a y <0 oddélen¢é. Ve vysledku ponechame vzdy

kladnou exponencielu, vyjde
u=u {1 — exp[m—_aﬂ .
0 D

Rychlostni pole vtomto piipadé exponencidlné ubyva u stén. Velicina D charakterizuje
tloustku hrani¢ni vrstvy. Nékdy se zavadi bezrozmérné, tzv. Hartmannovo cislo H vztahem

Ho, = % = Bya \ﬁ . (3.64)
7

Kvadrat Hartmannova ¢isla je pomérem hustot magnetické a viskdzni sily.

m Silna pole

» jBy, OEB, ocuB} oBia®
#Ha ~ ~ 2 ~ 2 = .
nAu  npu/a” nula n

3.2.2 Viny koneéné amplitudy

Soustava MHD rovnic je nelinearni a velmi slozita. Pfi provadéni linearizace sice dostavame
feSeni ve tvaru rovinnych vin, ze kterych miizeme slozit viny komplikovanéjsi, ale vzdy
s infinitezimalni amplitudou. Podstatnou C¢ést feSeni ale viibec nenachazime. V této Casti
ukazeme, Ze existuji specialni feSeni, ktera spliiuji obyéejnou vinovou rovnici. Re$enim je
pak postupujici vina libovolného tvaru a libovolné amplitudy.

Uvazme MHD soustavu pro nestlacitelnou, neviskozni, idealné vodivou kapalinu ( p = const,
n=¢c=1o0=0):

pa—u+ p(u-Viu =—Vp+i(rotB)xB;
ot u

OB
—=rot{uxB]|; 3.65
5 = otluxB] (3.65)
divu=0;
divB=0.

Jde o rovnici pro rychlostni pole (pohybovou rovnici stlakovou a Lorentzovou silou)
arovnici pro pole magnetické se cClenem zamrzani. Dopliikové jsou rovnice pro
nestlacitelnost a Gaussova véta pro magnetické pole.
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Predpoklddejme nyni, Ze veliiny se méni jen vjednom ur¢itém sméru. Volme osu
z soufadnicové soustavy v tomto sméru. Potom hledame feseni ve tvaru

u=u(t,z); B=B(t,z); p=p(tz). (3.66)
Z dopliikovych rovnic (divergenci) v (3.65) okamzité plyne
u, =ug(t); B,=By@).

Predpopkladejme, Ze chceme nalézt feSeni v podobé ptesouvajiciho se vinového baliku, ktery

je lokalizovany v prostoru, proto nemize rychlost plazmatu byt nenulovd v nekonecnu
a musime polozit u, = 0. V uvedené geometrii tedy mame

u=(u,,u,,0), B=(B,,B,,By), V—>(0,0,0/02).

NapiSme nyni netrividlni ¢leny v prvnich dvou rovnicich (3.65):

(u-Vyu=[0,0,0];

OB B>+ B?
rotBxB=| B, aB",BO—y,—i — 21|
oz 0z 0z 2
- o
V = 0503_ 5
P i 82}

oz oz’

i ou
rot(uxB) =| B %, By —~ O}.

Vidime, Ze rozpisy jednotlivych veli¢in se li§i ve sméru osy z a v roviné (x, y). Nase vychozi
rovnice daji:

m Podélny smér (v ose z)

B:+B2| OB
0= pr %) Fo_y,
0z 2u ot

Z prvni rovnice plyne nezéavislost celkového tlaku na soufadnici z, slozku B, = B, miZeme
do pravé strany prvni rovnice klidné pfidat, protoZze B, nezéavisi na z. Podle druhé rovnice B,

nezavisi ani na ¢ a jde o skutec¢nou konstantu v ¢ase i v prostoru. Pro celkovy tlak plati

2
T=p+2 0.
2u

m Kolmy smér (v roviné xy)

ou 1 OB
& up Vs
He (3.67)
oB ou
B,
ot oz

V kolmém sméru je soustava rovnic linearni, aniz bychom byli nuceni linearizaci provadeét.
Ob¢ rovnice jsou navic trividlné splnény 1 ve sméru osy z, protoze zde jsou veliiny
konstantni. Lze je tedy chapat jako vychozi soustavu rovnic pro vinéni v obou smérech.
Jednoduchym vylou¢enim proménnych ziskavame pro rychlostni i magnetické pole vinové
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rovnice (sta¢i prvni rovnici derivovat podle ¢asu a za 0B/0¢ dosadit z druhé rovnice nebo
naopak derivovat podle ¢asu druhou rovnici a dosadit za du/0t z rovnice prvni. Vysledek je

(3.68)

Jde o vlnovou rovnici s charakteristickou rychlosti rovnou Alfvénové rychlosti. Nelinedrni
MHD soustava rovnic pro pfipad idedln¢ vodivé nestlacitelné kapaliny bez tfeni poskytuje
feSeni ve tvaru obecné viny libovolné amplitudy. Poznamenejme, ze hodnotu Alfvénovy

rychlosti snadno uré¢ime z rovnosti hustoty kinetické a magnetické energie pv fl/ 2~ B*2 Ho -

3.2.3 Helicita

V plazmovych vldknech se casto pozoruji typické Sroubovicové utvary. Nachazeji se
v laboratornim 1 kosmickém plazmatu, v pin¢ich 1 v kometarnich ohonech. V matematice se
pro podobné strukturovana pole zavadi pojem helicity.

m Helicita a Beltramova podminka
Hustota helicity vektorového pole V se definuje jako

H(t,x)=V-rotV , (3.69)
celkovou helicitou potom rozumime integral

K(t)= [H(t,x)dV . (3.70)
V

Helicita je skalarni veliCina charakterizujici helikalnost (Sroubovitost) silokiivek pole. Je
nulova pro vSechna pole spliujici podminku nevitivosti (rot V = 0) a také pro vSechny viry
s kruhovymi proudnicemi. Pole s helikalni strukturou maji helicitu tmérnou cos 8 (8 — tihel
stoupani Sroubovice). Pro plazmova vldkna popisovana vramci MHD teorie mize byt
dualezitd hustota helicity vektorového potencialu A, magnetického pole B, proudové hustoty j,
elektrického pole E a rychlostniho pole u:

H,=A-rotA =A-B,
Hp =B-10tB= 14 j-B,

. . 1.
H;=j-rotj=——j-AB, (3.71)
Ho
Hg :E-rotE:—E-a—B,
ot

H,=u-rotu=u-0.

Zabyvejme se nyni poli, kterd spliiuji Beltramovu podminku (tzv. Beltramova pole), pro ktera
je rotace pole imérnd samotnému poli

rotV=aV, neboli VxrotV=0. (3.72)

Jde o pole pojmenovand podle italského matematika Eugenia Beltramiho (1835-1899).
Koeficient imérnosti mezi rotaci pole a polem samotnym se mize ménit v ¢ase 1 v prostoru.
Beltramovo pole je vzdy helikalni, protoze plati
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H=V-rotV = aV-V = aV?. (3.73)

Koeficient imérnosti « je helicita pole délena kvadratem jeho velikosti. Je-1i navic koeficient
a konstantni a pole je neziidlové (div V = 0), potom pole splituje Helmholtzovu rovnici

AV + a*V = 0. (3.74)

To je vidét po aplikaci rotace na rovnici (3.72). Vektor V je vtomto piipadé vlastnim
vektorem Laplaceova operatoru v odpovidajici geometrii.

Typickym matematickym ptikladem Beltramovych poli jsou tzv. ABC toky:
V = (Acosy+ Bsinz, Bcosz+ Csinx, Ccosx+ Asiny). (3.75)

Pro pole tohoto typu platirot V=V a A V=—V. V ABC tocich existuji chaotické oblasti.

Ve fyzice plazmatu se Casto uvazuji bezsilové konfigurace, ve kterych mifi proudova hustota
ve sméru magnetického pole j || B (tzv. Birkelandovy proudy). V tomto pfipad¢ je hustota

R4

k této konfiguraci vzdy postupné blizi. Magnetické pole v bezsilové konfiguraci splituje
Beltramovu podminku. Snadno to ukdZeme z Ampérova zékona:

j~B = rotB~B = BxrotB=0. (3.76)

Magnetické pole v bezsilové konfiguraci je proto vzdy helikalni.

m Zachovani magnetické helicity
Nyni ukazeme, ze integralni magneticka helicita se zachovava za téchto predpokladi:

1. Difuze magnetického pole je zanedbatelna. V rovnici pro ¢asovy vyvoj tedy dominuje jen
¢len zamrzéani. Plazma ma nekone¢nou vodivost a Ohmiv zakon (3.7) ziska tvar

E=-uxB (3.77)

Clen zamrzani zptisobi provazanost magnetickych silokiivek s proudnicemi a z rovnice
div B = 0 plyne nestlacitelnost plazmatu, tj.

divu=0 (3.78)

2. Nulova normdlova slozka magnetického pole na povrchu systému. Tento predpoklad
znamena uzaviené magnetické silokiivky. Na povrchu systému plati vztah

B-n=0, (3.79)

kde n je vektor normaly k plose povrchu. Aby tento ptfedpoklad byl pravdivy, musime
vzit za systém celou magnetickou trubici nebo musi byt systém velmi rozsahly.

Integralni helicita pro vektorovy potencidl magnetického pole je definovéna jako
K:jA-rotAdV:jA-BdV (3.80)
Uplna ¢asova derivace vede na vyraz

dK d =
E_l{5(A~B)+(u-V)(A~B)}dV,

Prvni ¢len budeme derivovat jako soucin, druhy upravime do tvaru divergence (vyuZijeme
nestlacitelnost divu =0)

dK OA OB .
_:J;(E.B—’_A'Ejdl/ + l[dlv(u(A-B)JdV,
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s vyuzitim Gaussovy véty pro posledni ¢len dostaneme

dK ;[ 0A OB
E:J;(E-BJdV+IJ;(A-EjdVﬂS.(A-B)(u-n)dS. (3.81)

Nejprve upravime prostiedni Clen ziskané rovnice. Za Casovy vyvoj magnetického pole
dosadime ¢len zamrzani a upravime ho pomoci vztahu (A.16):

jA-a—BdV = IA-rot(uxB)dV :—IdiV[Ax(uxB)]dV + J.(uxB)-rotAdV =
Vv Vv 4

) o

= —J-div[(A-B)u—(A-u)B]dV+I(uxB)-BdV=
= —[div[(A-B)u—(A-u)B]aV =

- —:[[(A-B)(u-n)—(A-u)(B-n)] ds =

=—[(A-B)(u-n)ds.

N

Pravy ¢len na pfedposlednim fadku je nulovy, protoZe na hranici systému je nulova dle
predpokladu (2) normalova slozka magnetického pole B-n. Zbyly nenulovy Clen se vyrusi
s poslednim ¢lenem v rovnici (3.81), ze které proto zbude:

K _ Ia—A-BdV. (3.82)
dt ), Ot

Casovou derivaci vektorového potencialu ur¢ime z rovnice pro elektrické pole

OA
E = —-V¢g-—2 3.83
¢ o1 ( )

a nasledné dosadime do rovnice (3.82):

dK .
Ez—l(E-B+V¢-B)dV:—.V[[(—uxB)-B+dlv(¢B)]dV:—£¢(B-n)dS:0. (3.84)

Integralni helicita se tedy za vySe zminénych ptfedpokladl zachovava.

m Stav s minimalni magnetickou energii

Uvazujme nyni magnetickou trubici vyplnénou dokonale vodivym plazmatem. Na povrchu
plazmatu je normalova slozka pole nulova. Difizni procesy jsou zanedbatelné, zachovava se
magnetickd helicita K. Hledejme proto extrém magnetické energie s vazbou danou
zachovanim magnetick¢é helicity. Pouzijeme standardni metodu Lagrangeovych
multiplikatorti pro extrém s vazbou. Nutnd podminka extremalnosti je:

SWy +AK)=0 =

BZ
5] Z _JIABldV=0 =
211

j(iB-(SBmaA-BMA-aBjdV=o.
Ho
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Variace pole 0B je provazana s variaci magnetického potencidlu 6A . Vzhledem k tomu, ze
B =rotA, plati 6B =rotdA (derivace a variace jsou zameénné¢, viz [1])

J-(LB-rot5A+/15A-B+/1A-rot5A]dV=0.
Ho
Cleny s rotaci pfevedeme na divergence za pomoci vztahu (A.16):
I[—Ldiv(Bx5A)+LrotB~5A+ /1§A-B—/1diV(A><5A)+ ﬁrotA'é'A]dV:O.
Ho Ho

Nyni za pomoci Gaussovy véty pievedeme integraly pres divergence na integraly ptes povrch
magnetické trubice, zbyl¢ integraly ponechame a dosadime rot A =B:

_j KLB+/1AJ><5A]dS n I{(LrotB+2iBj-§A}dV:O.
arL\Ho yL\Ho

Variace vektorového potencidlu na povrchu oblasti musi byt nulové, a proto prvni integral
vymizi:

j{[irotmzmj-aA}dV:o
L\ Ho

Tento vysledek musi platit pro jakékoli variace vektorového potencidlu, a proto musi byt
nulovy samotny integrand:

LrotB+2/1B =0.
Ho

Odtud ale okamzité plyne nutnd podminka extremalnosti magnetické energie ve tvaru

rotB=aB. (3.85)

Ve stavu s minimalni energii, za podminky zachovani magnetické helicity, je tedy
magnetické pole Beltramovym polem. Proudové hustota miii ve sméru pole, jde o bezsilovou
konfiguraci, ve které teCou proudy podél magnetickych siloktivek (tzv. Birkelandovy proudy).
Stav s minimalni magnetickou energii je nutné¢ helikdlni. Magnetické pole spliuje
Helmholtzovu rovnici, kterou ziskadme aplikovanim operace rotace na rovnici (3.85):

(A+a2)B=0. (3.86)

Je tfeba ovSem poznamenat, ze ne vSechna feSeni rovnice (3.86) jsou feSenimi rovnice (3.85),
nebot’ derivovanim jsme zvysSili f4d rovnice. Helmholtzova rovnice (3.86) jiz tedy neni
nutnou podminkou extremalnosti magnetické energie. Pokud ma plazma kone¢nou vodivost,
dochazi k disipaci energie a prepojovani magnetickych silokiivek. Plazma se snazi zaujmout

v

téchto procesech se ovSem helicita méni.

m Disipace magnetické helicity

Ma-li systém uzaviené magnetické silokiivky (nulovou normalovou slozku magnetického
pole na povrchu), jsou jedinou cestou jak zménit helicitu pole disipativni procesy a prepojeni
siloktivek (rekonekce). Odhadnéme nyni tlohu diftizniho ¢lenu v rovnici (3.13). Provedeme-
li krok za krokem odvozeni uvedené vyse s nezanedbanym difiznim clenem, dostaneme
jednoduchy vztah
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K _ —ijj-BdV (3.87)
dt oy
Energie magnetického pole je ddna vztahem
Wy = LIBZdV, (3.88)
2/'[0 Vv
Casova zména energie je dana Jouleovou disipaci
Py _ 1 j j2av (3.89)
dt o

K daldimu vypoétu vyuzijeme Schwartzovu nerovnost [2] na prostoru L*:
GB) <[il-[B] = |[iBar]< \/ij av sz# av .

Okamzité tak ziskame odhad
1/2
] . (3.90)

Vztah jesté upravime pomoci dvou dalSich rozmérovych odhadf: Podil magnetické energie
a helicity je nepiimo umérny rozmériim systému

AWy
dt

dK
dt

2
g( ,UOWM
o

Wy (BX2u)AV  B*2p, 1 _ . K|
K| [4B]AV  BL-B 2L MU oL

(3.91)

Druhym odhadem je charakteristickd doba difiize magnetického pole (tzv. rezistivni Cas).
Z rovnice difuze mame

oflot =LAf = fltg =Lf/L2 = 1~ Loy . (3.92)
OHy Ok

Odhad (3.90) nyni miZeme upravit do pouzivaného tvaru

1/2 1/2 1/2
< (20 K| K] _[_ X | &7
~\ o 2wl 2uL At 204> At 27g At

a pro relativni zménu helicity plati odhad

1/2
x| 5\ =) | (3.93)

AK
At

Pro rychlé déje (A< rp ) bude zména helicity AK zanedbatelnd. Napiiklad slunecni
koronalni erupce sdobou rekonekce Ar~1000s, linedrnimi rozméry L ~ 5000 km
a koeficientem magnetické difuze ny ~ 10°° km?s™" daji charakteristicky ¢as difaze (rezistivni
&as) g ~ 3x10" s a relativni zménu helicity AK / K < 4x 107, Opacna situace je v plazmatu
tokamaku. Rezistivni Cas je v fadu jednotek sekund a doba udrzeni v desitkdch sekund.
Zména helicity je pro tato zatizeni podstatna.
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3.2.4 Prepojeni magnetickych silokfivek

V ptirodé je velmi Casté, Ze magnetickd pole rtiznych zdrojl se vzéjemné propojuji a vytvateji
tak jakousi pavucinovou sit magnetickych poli. Napiiklad pole stfelky kompasu ma jak
uzaviené silokitivky, které se vraceji do druhého polu, tak i oteviené silokiivky vyvérajici
z oblasti polu stielky, které se nikdy nevrati zpét. Napojuji se totiz na magnetické silokiivky
pole Zemé. Prave proto stielka kompasu mifi k severu.

V pfirod¢ je velmi cCasté i nahlé pifepojovani magnetickych silokiivek, tzv. rekonekce.
Magnetické pole relativné rychle pfejde do stavu s niz8i energii tim, Ze zméni topologii svych
silokfivek. Silokfivky se uspotfadaji do jiné, energeticky vyhodné&jsi konfigurace. Uvolnéna
energie zahieje okolni plazma. K pfepojeni dochazi nejcastéji v oblastech, kde magnetické
silokfivky mifi opacnym smérem. Tak tomu je naptiklad ve smyckach magnetického pole ve
slune¢ni kordng, na Celni strané magnetosféry Zemé nebo v magnetickém ohonu Zemé.

K popisu prepojeni magnetickych siloktivek jiz nelze pouzit idedlni magnetohydrodynamiku,
ve které ma plazma nulovy elektricky odpor, resp. nekone¢nou vodivost. V takovém prostiedi
ma rovnice pro casovy vyvoj jen clen zamrzdni a plazma je dokonale provazané
s magnetickym polem. Plazma se chovad jako nestladitelnd kapalina, protoZze z rovnice
divB =0 plyne rovnice pro nestlacitelnost divu =0. V idedlni magnetohydrodynamice neni
mozné proudéni plazmatu napii¢ magnetickych silokiivek, neexistuje disipace energie,
magneticky tok libovolnou uzavienou plochou je konstantni, magnetickd helicita magnetické
trubice se zachovava a dvé Castice lezici na jedné silokiivce budou na této silokiivce neustale.
Jakéakoli zména topologie magnetickych silokfivek je v ramci idedlni magnetohydrodynamiky
nemozna.

Pro popis piepojeni magnetickych silokfivek je proto nutné pouzit tzv. rezistivni
magnetohydrodynamiku, ve které ma plazma kone¢ny odpor. Energie nahromadéna
v magnetickém poli se pfi pfechodu do jiné topologie silokfivek musi uvolnit, a to je mozné
jedin€ v plazmatu s kone¢nym odporem.

Pro rezistivni magnetohydrodynamiku je velmi vyznamny rezistivni cas (3.92) odvozeny
rozmérovou analyzou z rovnice diftize. Jde o charakteristickou Casovou konstantu magnetické
difuze, za kterou je odpovédny nenulovy odpor plazmatu.

VétSina pohybll v plazmatu s magnetickym polem je charakterizovana Alfvénovou rychlosti
(3.68). Doba, za kterou rozruch projde touto rychlosti plazmatem, se nazyva Alfvéniiv cas.
Oba charakteristické ¢asy jsou dany relacemi

L L
TR ~ Lza,uo ; TA ~U—=BLO'0. (3.94)
A 0

Z experimentl je znamo, ze typickd doba rekonekce lezi mezi obéma Casy a je rovna
ptiblizné geometrickému priiméru téchto Cast:

TREC =/ TR7A - (3.95)

Dulezitou charakteristikou plazmatu je Lundquistovo ¢islo S, které je pomérem rezistivniho
a Alfvénova Casu:

#,.,=85="R=IcB, /@ = Loy, . (3.96)
TA P

Lundquistovo ¢islo je shodné s Reynoldsovym magnetickym c¢islem, pokud za rychlost
plazmatu dosadime Alfvénovu rychlost. Pro rizné plazma pftiblizné plati [5]:
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Plazma L (@m) | 7Tr (8) | 74 (8) S
oblouk 107 107 107° 1
tokamak 1 1 107° 10°
jadro Zemé 10° 10" 10° 10’
sluneéni skvrna 10’ 10™ 10° 10°
sluneé&ni koréna 10° 10" 10° 10"

Vidime, Ze s vyjimkou obloukového plazmatu je Reynoldsovo (Lundquistovo) €islo velmi
vysoké a jak pro fuzni, tak pro astrofyzikalni plazma dominuje v rovnici pro ¢asovy vyvoj
¢len zamrzani. Ve vétSin€ plazmatu lze proto pouzit idealni magnetohydrodynamiku. Oblasti
prepojeni siloktivek, kde jsou podstatné difiizni procesy, jsou prostorové omezené a nachdzeji
se jen v mistech slabého nebo nulového magnetického pole. Témto oblastem tikdme difuizni
region. V ném musime pouzit rovnice rezistivni magnetohydrodynamiky a na jeho hranicich
navazat feSeni na feSeni idealni magnetohydrodynamiky. Zdkladni sada rezistivni
magnetohydrodynamiky mtze mit naptiklad tvar

op
_+V' u :O’
o, +V(pu)
pa_u+p(uV)u:—vp+L(rOtB)XB,
ot Ho
a_B:LAB+rot(u><B);
81,‘ O',UO
) , (3.97)
O o s v 2wt eusPoiivq| = jE:
ot| 2 2
2 2
OB 8l |y v.(ExH) = - E;
roth—a—B.
ot

Vzhledem k disipaci energie je nutné uvazovat i rovnici pro energii a soustavu uzavrit
néjakym vztahem pro tepelny tok q, naptiklad Fourieovym zédkonem.

m Samovolna 2D rekonekce v magnetické vrstvé

vV VYyYYyY

i =

e P

AA A A

Nejjednodussi mozna situace je zakreslena na obrazku. Ve sméru osy y magnetické pole
postupné slabne az na nulovou hodnotu pro y = 0. Zde pole obraci smér a opét roste. V oblasti
nulového pole tece elektricky proud (rotace pole je nenulova). V roviné x-y se vytvari tzv.
neutralni vrstva, kde proud mifi v ose z. Na plazma ptsobi Lorentzova sila jxB a stlacuje ho
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smérem k neutrdlni vrstvé. V plazmatu s nulovym odporem se vytvofi rovnovaha mezi
hustotou Lorentzovy sily a gradientem tlaku plazmatu, veskery makroskopicky pohyb ustane.

Ma-li plazma ovSem nenulovy, libovolné maly odpor, nejsou jiz magnetické silokiivky
vmrznuté do plazmatu a plazma se mize pohybovat (driftovat) napti¢ silokfivkam. Rychlost
tohoto pohybu je ddna obecnym vztahem pro driftovou rychlost (viz 1. kapitolu nebo [1]):

_ExB _jxB rotBxB
B* oB? 0',uOB2 .

Uy

(3.98)

Vzijemny pohyb plazmatu a silokfivek v prostiedi s nenulovym odporem zptisobuje jejich
pfetrhdvani a napojovani na jiné silokiivky. Uvolnéna magnetickd energie Jouleovsky zahieje
plazma. Podle tvaru silokfivek se bod, ve kterém doslo k piepojeni, nazyva X bod. Casto je
takovych bodii v neutrdlni vrstvé celd fada a mezi nimi vznikaji tzv. magnetické ostrovy
(plazmoidy), v jejichz stiedech jsou tzv. O body:

Carkovanou &arou je oznadena separatrisa, kiivka oddé&lujici riizné topologie magnetického
pole. V horni ¢asti mifi silokiivky magnetického pole jednim smérem, v dolni smérem
opacnym. V oblasti kolem neutralni vrstvy se vytvofily magnetické ostrovy. Podrobné&ji tento
mechanizmus probereme v Casti vénované rezistivnim nestabilitim. Nestabilitu vedouci ke
vzniku magnetickych ostrovll nazyvame ostrivkovou (tearing) nestabilitou.

Pro posouzeni rychlosti rekonekce se pouziva tzv. index rekonekce (Alfvénovo Machovo
¢islo). Index rekonekce je definovan jako pomér rychlosti plazmatu a Alfvénovy rychlosti.
Pro samovolnou (spontanni) 2D rekonekci mame

_ug VeDopy — to  _TA _

" 1
sp ) PR
Uy L/ TA L oy ?h TR S
tedy plati
4 1
sp ~ E . (3.99)

Pro samovolnou 2D rekonekei je index rekonekce pievracenou hodnotou Lundquistova ¢isla,
pro fuzni i astrofyzikalni plazma je velmi maly, coz znamen4, ze spontanni rekonekce probiha
velmi pomalu. V kapitole 3.3.2 ukdZeme, Zze v radidlné rozlehlém plazmovém vldkné se
neutralni vrstva nulového pole vytvoii samovolné. Na opacnych strandch vrstvy ma pole
opacnou polaritu a dochdzi zde k samovolné 2D rekonekei.

m Rizena 2D rekonekce, Sweettiv—Parkeriiv model

K pfepojeni silokfivek nemusi dochazet samovolné, jako v minulém piipadé, kdy se
v plazmatu vytvoftila neutralni vrstva (nulova vrstva, vrstva nulového pole, proudova vrstva)
a plazma samotné se diky relaxacnim procestim zacalo pohybovat k neutralni vrstve.

Casto dochazi v piirodé k situaci, Ze se dvé oblasti plazmatu srazi, nékdy dokonce i velkymi
rychlostmi. Pti takové srazce se opét mize vytvorit oblast opa¢né orientovanych silokiivek
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anulova vrstva. Tentokrat ale nikoli v disledku relaxacnich procest. Typickym ptikladem
jsou procesy ve slunecni koréné vedouci na fizenou rekonekei a nasledné sluneéni vzplanuti
v disledku uvolnéné energie.

Jednoduchy model fizené rekonekce navrhl P. A. Sweet v roce 1958 a nezavisle americky
astrofyzik Eugene Parker (1927) v roce 1957. Model piedpoklada dvé oblasti plazmatu
s opacn¢ orientovanymi silokfivkami, které jsou vtlaCovany k neutralni vrstvé rychlosti u.
Zde existuje mala oblast, ve které je uvazovéana rezistivni magnetohydrodynamika, tzv.
difuzni region. Pravé v této oblasti probiha rekonekce silokiivek. Na bocich oblasti musi byt
plazma vytlacovano ven z difizniho regionu rychlosti v. Sweetlv—Parkeriv model
ptedpoklada, ze pro rozméry regionu plati L« > ¢ . Elektricky proud tece opét v roviné x-z ve

sméru osy z.

EﬂlTy B

\_%_@_&_/»
—_— VvV
T dta
VS0l region v o -
Y e

B il

*

Z rovnice kontinuity mame

ule=08. (3.100)

Déle ptedpoklddejme, ze energie piinaSena do diftzniho regionu v podobé vtékajicich
magnetickych siloktivek je néjak konvertovana na kinetickou energii vytékajiciho plazmatu:

2
B L (3.101)
2uy 2
Ze vztahu (3.101) vidime, Ze plazma z difuzniho regionu vytéka Alfvénovou rychlosti:
V=Uy= B . (3.102)
Hop

Podstatna je disipace, magnetickd energie proudici do difuzniho regionu se méni na Jouleovo
teplo, Casova zména magnetické energie zpiisobena proudénim magnetického pole z idedlni
oblasti do difizniho regionu tedy bude rovna Jouleovu vykonu:

d B® B’
L2 ~JE =  (uV)——~0E’
dt 24 2 41
Rozmérova analyza posledniho vztahu da (V = 1/6, E = uB) pro tloustku difuzniho regionu
1

o= .
Hoou

(3.103)
Urceme na zavér jest¢ index fizené rekonekce, ktery je v tomto ptipadé¢ roven Machovu
Alfvénovu Cislu. Vyloucenim o ze vztaht (3.100) a (3.103) ziskame

uLs 1 u? 1 1

~
~

Un  UgoU vi  Lupgou S
Odmocnénim ziskame index rekonekce
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Har = . (3.104)

m Rychla 2D rekonekce

Index tizené rekonekce je vétSi nez index samovolné rekonekce, fizena rekonekce proto
probiha rychleji. Nicméné nékteré déje, jako naptiklad korondlni vyrony hmoty, jsou jeste
rychlejsi, nez by odpovidalo Sweetovu—Parkerovu modelu. Casto se pouZiva Petschektv
model, ve kterém se plazma styka jen ve velmi tizké oblasti a v blizkosti difuzniho regionu se
jesté vytvari razova vlna, kterd proces rekonekce urychli. V takovém modelu vychazi pro
index rekonekce

1

#Hpr——.
P Ins

(3.105)

Procesy rekonekce muze dale urychlit pfitomnost vin a turbulenci v plazmatu, separace
elektroni a iontd, anomalni rezistivita, Hallovo elektrické pole i dalsi jevy.
m 3D rekonekce

Pokud méa magnetické pole i vyraznou slozku kolmou na neutrdlni vrstvu, hovotfime o 3D
rekonekci. Situace mize vypadat obdobné jako na nésledujicim obrazku:

osa (pater)
4

3.2.5 Tekutinové dynamo

Velmi dilezitou ¢asti magnetohydrodynamiky je problematika generovani magnetickych poli
v nitru Slunce a planet. Soucasna teorie tekutinového dynama nedokéze vysvétlit vznik téchto
poli, ale UspéSné popisuje jejich udrZzovani, zesilovani a pieklapéni mezi dipolovou
a azimutalni sloZkou.

m Cowlinguv anti-dynamo teorém

Anglicky astronom Thomas George Cowling (1906—1990) ukazal v roce 1934, Ze staciondrni
osove symetrické magnetické pole nemiize vznikat osové symetrickym proudenim plazmatu.
Predstavme si jednoduché osové symetrické pole podle obrazku.

101



Teorie plazmatu Tekutinovy pfistup — magnetohydrodynamika

Elektricky proud generujici pole te€e podél neutrdlni linie, kde je rotace pole nenulova
a samotné pole nulové. Na obrazku je neutrdlni linie vyznaCena Céarkované. Integrujme
proudovou hustotu podél této neutralni linie s vyuzitim Ohmova zakona (3.7):

qSJ dl_gﬁ (E+uxB)-dl

Magnetické pole je podél neutrdlni linie nulové, a proto je nulovy i druhy ¢len integrace.
Prvni ¢len pfevedeme na plosny integral ze Stokesovy véty a upravime ho pomoci
Maxwellovych rovnic. Ze stacionarity plyne poté i nulovost prvniho ¢lenu:

gSJ dl = aJ' (rotE)-dS = aj[ ﬁtjds 0.

4 S

Dostali jsme se tak do sporu s predpokladem, Ze staciondrni osové symetrické pole bylo
generovéno nenulovym proudem tekoucim podél neutrélni linie. Generovéni magnetického

vvvvvv

m Parkertiv model tekutinového dynama

Kompletni teorii souasné¢ho tekutinového dynama v rotujicim télese rozpracoval americky
astrofyzik Eugene Parker (1927). K teorii dynama ovSem piispéla i fada dalSich fyzika,
napiiklad vyznamny sovétsky teoretik Yakov Borisovich Zeldovich (1914-1987) nebo
skotsky astrofyzik Henry Keith Moffatt (1935). Pivodné dipolové pole ma vytahovéany
magnetické silokfivky ve sméru rotace, dochazi k natahovani magnetické silokfivky, tj.
zvétSovani jeji délky. Tomuto jevu fikdme omega efekt (podle pismene omega, kterym se
zpravidla znac¢i uhlova frekvence rotujiciho télesa). Pii omega efektu se meéni dipdlova (tzv.
poloidélni) slozka v azimutalni (tzv. toroidalni) slozku. U Slunce k tomuto jevu dochazi
nejvyrazngji v blizkosti tzv. tachovrstvy, coz je oblast pfechodu mezi radia¢nim
a konvektivnim pienosem energie. Nachazi se ptiblizné 220 000 km pod slune¢nim povrchem.
Navinuti magnetické trubice kolem dokola Slunce trva pfiblizné¢ 8 mésict. U Zem¢ dochazi
k obdobnému jevu ve vodivém plastickém prostiedi na hranici jadra a plaste.

6‘"‘
oo kT S AL erekr

Druhym vyznamnym jevem je alfa efekt. Dochazi pii ném k vychyleni magnetické trubice
vlivem Coriolisovy sily, k jejimu nasledné deformaci a pieklopeni do dipdlové slozky. Jev je
nazvan podle tvaru vychlipené silokfivky, ktery pfipominéd pismeno alfa fecké abecedy. Tyto
jevy umoznuji vzdjemnou transformaci obou slozek pole a udrzovani pole tekutinovym
dynamem. Vzdy je jedna slozka postupné zesilovdna na ukor druhé a poté naopak.
Magneticky dipo6l generovany timto mechanizmem se proto pravidelné preklapi. Napiiklad
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pro Slunce trva cely cyklus (doba, po které je severni pol zpét na svém misté) 22 let.
V obdobi pteklapéni dipdlu ma pole vyrazné vyssi momenty (kvadrupodlovy a oktupolovy),
pole pfipominad viasatou kouli, na jejimz povrchu se stfida vice oblasti vystupujicich
a vstupujicich siloktivek.

Pii odvozeni omega a alfa efektu je podstatnd jednak diferencidlni rotace télesa a jednak

fluktuace magnetického a rychlostniho pole. Rozlozme ob¢& pole na ¢ast stfedovanou pres
kratkodobé fluktuace a na fluktuacni cast:

u=u-+du ;
_ (3.106)
B=B+0B.
Stfedni hodnoty fluktuaénich ¢asti jsou zjevné nulové:
Su=0 ;
L (3.107)
oB=0.
Dosad’'me nyni rozklad (3.106) do rovnice pro magnetické pole (3.13):
d(B+oB _ _ _
M - iA(B+5B) 4 rot[(u+5u)x(B+5B)} (3.108)
ot ou

Stiedovanim této rovnice zmizi ¢leny linearni ve fluktuacich a ziskame tak rovnici pro stiedni
hodnotu magnetického pole:

% = JL,uAE + I‘Ot(l_lXE)+1‘0t(5llX§B). (3.109)

Odecteme-li nyni od (3.108) rovnici pro stiedni hodnoty (3.109), ziskdme rovnici pro
fluktuace magnetického pole:

g(é‘B) = LA(&B) + rot[ﬁx5B+5ux§} +
ot o
(3.110)

+ rot[ﬁuxéB—5ux5B}.

Chceme-li zjistit casovou zménu magnetického pole, musime nalézt feSeni rovnice (3.109),
do které dosadime teSeni fluktuaci magnetického pole z rovnice (3.110). Stfedni hodnota
rychlostniho pole je zpravidla dana dynamikou systému (napiiklad otacenim Slunce),
fluktuace rychlostniho pole je mozné hledat z rovnice pro rychlostni pole (3.50) nebo jsou
znamy experimentalné (naptiklad z métenych turbulenci slune¢niho plazmatu). Prvni ¢len na
pravé strang rovnice (3.109) pro ¢asovy vyvoj magnetického pole popisuje standardni difuzi
pole, druhy Clen je zodpovédny za Q efekt a tieti za o efekt.

Omega efekt
Pro Q efekt je podstatny druhy ¢len rovnice (3.109):
OB - =
e rot[uxB]. (3.111)

Stfedni hodnota magnetického pole je zamrznutd do stfedniho pole rychlosti, tedy je sleduje.
Pokud téleso rotuje konstantni uhlovou rychlosti, tvar dipélového pole se neméni. Napiiklad
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Slunce ale rotuje diferencialni rotaci, na rovniku je thlova rychlost o tfetinu vétsi nez na
poélech.

Vysledkem diferenciadlni rotace je vznik azimutalni (toroidalni) slozky magnetického pole.
Pro uplnost uved’'me, Ze na Slunci je v blizkosti tachovrstvy nenulova diferencialni rotace
1 v radidlnim sméru.

Alfa efekt

Pro a efekt je podstatny tieti clen rovnice (3.109):

0B _—
i rot(5ux§B). (3.112)

Alfa efekt zajistuje transformaci toroidalni slozky pole zpét na poloidalni. Cela rezie alfa
efektu je Cist€ ve fluktuacich rychlostniho a magnetického pole. Z hlediska statistické fyziky
ptedstavuje vyraz

e=ouxoB (3.113)

korelaéni funkci < ab > mezi fluktuacemi rychlosti a magnetického pole. Pokud by byl vyraz
nulovy, neexistovala by zddna korelace mezi rychlostnim a magnetickym polem, to ale neni
pfipad nami popisované vodivé tekutiny. Pokud jsou fluktuace rychlostniho pole helikalni,
stane se ve vodivém plazmatu automaticky helikdlnim i magnetické pole, u kterého se objevi
sloZka kolma na piivodni smér. Podstatnou podminkou je vznik rychlostnich fluktuaci, které
maji nenulovou stfedni hodnotu hustoty helicity:

H=05u-rotdu=ou-o#0 (3.114)

Veli¢ina @ =rotou se nazyva vifivost fluktuace rychlostniho pole. Ke vzniku helikalnich
fluktuaci mtze dojit jen v plazmatu s kone¢nym odporem. Za nenulovou helicitu rychlostnich
fluktuaci je zodpovédnd Coriolisova sila. Na jedné stran¢ od rovniku vznikaji fluktuace
rychlostniho pole s kladnou hodnotou hustoty helicity H >0 a na druhé strané se zapornou
hodnotou hustoty helicity H < 0. Dalsi oblasti je tachovrstva na spodni ¢asti konvektivni zony,
kde se obraceji sestupné proudy na vzestupné a helicita turbulentnich fluktuaci je opét
nenulova.

Priklad: Piedstavme si, Ze se v plazmatu vytvoii kruhové polarizovana vina §ifici se ve sméru
osy x (lokaln€ miiZe jit o toroidalni smér):

ou= (O,uo cos(kx—wt),uysin(kx — a)t))
Vysledkem takové poruchy je nenulova vitivost
® =rotou =—kdu
Rychlostni pole je Beltramovo a ma hustotu helicity
H=06u-0=—kuj .
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Takovy tok okamzité povede k deformaci magnetického pole ptivodné miticiho ve sméru osy
x do helikalni struktury a pole tak ziska i slozku kolmou na ptivodni smér.

*

Vypocet korelaéni funkce (3.113) mize byt velmi komplikovany, Casto se provadi jen
numerickym feSenim rovnice pro fluktuace magnetického pole (3.110). Odhadnéme tento
¢len pro plazma s vysokou hodnotou Reynoldsova magnetického ¢isla. Takova situace je jak
na Slunci, tak ve fuznim plazmatu. V rovnici (3.110) pro fluktuaci magnetického pole bude
na pravé stran¢ dominovat tfeti ¢len, nebot’ magnetické fluktuace jsou zplisobeny piedevsim
fluktuacemi rychlostniho pole. Prvni Clen je vzhledem k ptfedpokladu vysokého Reynoldsova
¢isla zanedbatelny, Cleny s kvadraty fluktuaci jsou vysSiho fadu. Proto v naSem pfibliZzeni
mame pro fluktuaci pole

a —

5(513) ~ rot[5ux B} =

t
OBy % [ Einmne®10t, (¢)B,(¢)d
0

kde jsme provedli integraci fluktuace podle casu a rozepsali dvojny vektorovy soucin.
V zapise vynechavame zjevné prostoroveé zavislosti. Nyni upravime dvoji vektorovy soucin:

t t
OBy ~ [0,0u(¢)Bn(t)dt' ~ [ 0,6u,(t)Br(t)dt,
0 0

V dal8im kroku provedeme naznacené derivace soucinu a budeme predpokladat, ze plazma se
chova jako nestlacitelna kapalina (divergence obou poli jsou nulové):

t t
5B, ~ j Sty (t') Bu(t')dt' — j Su, () Bn(t')dt',
0 0

Parcidlni derivace piSeme ve zkratce za carku. Nyni jiz mizeme pfistoupit k vypoctu
korela¢ni funkce (3.113), ktera je zodpoveédna za o efekt:

t t
= [e0u (1) Suy , (VBa(t) '~ [ &0u,(0) S, () Bin(t)dt
0 0

Vysledek 1ze napsat ptehledné takto:

t t
& = [ @, (t,6) Bu(t) dt' = [ 1, (t,8) Bien(t)dlt';
0 0
0y (1,1') = 436U (1) Suy (1), (3.115)

Mign (1,1) = &;5.0u (1) Su,, (1) .
Lze predpokladat, ze korela¢ni koeficienty jsou funkci casové odlehlosti, tj.

=00 (3.116)

Dikn (tat’) = ENikn (t - t’)
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a do minulosti rychle konverguji k nule. Pomalu se ménici stfedni hodnotu pole a jeho
derivaci lze z integrace (3.115) potom vytknout:

&i(1) = @1, (£) Bn(t) =T340 () B (1) ;

Gn(0)= [, (t-1) dt', (3.117)
0

t
ﬁikn(t) = J.nikn(t_tl) dt'.
0

Fluktuace magnetického pole je tedy v naSem pfiblizeni imérnad stiedni hodnoté pole
samotného a jeho derivacim. Koeficienty Umérnosti jsou dany integraly z fluktuaci
rychlostniho pole. Pokud budeme pro jednoduchost piedpokladat izotropii plazmatu (to ale
nemusi platit vzdy), musi platit

Aip ~ 51'}1 >
. (3.118)
Mikn ~ €ikn -
Za nasich zjednodusujicich predpokladi tedy pro korelacni funkei (3.113) plati
e=aB-nJ. (3.119)

Korelaéni funkce ma tedy ¢len umérny stfedni hodnoté pole (tento Clen je zodpovédny za
a efekt, proto mé koeficient alfa) a ¢len umérny proudové hustoté. Dosad’'me korela¢ni funkci
do rovnice pro a efekt (3.112):

aa_‘f = rot(aB-nJ). (3.120)

Je zjevné, Ze rotace prvniho ¢lenu je umérnd proudu a zména magnetického pole ma slozku
ve sméru tekouciho proudu. Magnetické pole tak diky fluktuacim ziskava komponentu ve
sméru proudové hustoty, a nové vznikajici ¢ast pole je nutné helikalni (jde o Beltramovo
pole). Tim se vytvaii slozka pole kolmé na pole ptivodni. Pokud jsou rychlostni fluktuace
periodické jako v piikladu s kruhové polarizovanou vlnou, méni se periodicky 1 smér
indukovaného proudu a magnetické pole vytvoii piekroucenou smycku [17]:

B Ly
(oL
b) c)

Uved’'me na zavér, Ze alfa efekt sam postaci k preklapéni jak toroidalni sloZzky v poloidalni,
tak 1 poloidalni v toroidalni. Modelu postavenému jen na o efektu se fika ao model. Mnohem
ucinngj$i mechanizmus popsany vyse se nazyva Parkertiv neboli a2 model.

V obecném ptipadé jsou k urceni slozek pole potiebné numerické simulace vychozich rovnic
alfa a Q efektu, které jsou mimotddné narocné. Na nasledujicim obrdzku jsou vysledky
takovych simulaci pro zemské dynamo na superpocitaci v San Diegu.
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PocitaCova simulace tekutinového dynama uvnitf Zemé. Barvou jsou
odliSeny vstupujici a vystupuijici silokfivky. San Diego Supercomputer
Centrum, 1999. Gary Glatzmaier, Paul Roberts.
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3.3. Nékteré rovnovazné konfigurace v plazmatu

3.3.1 Rovnovaha v plazmatu

V ustdleném stavu, kdy je plazma v rovnovaze a nepohybuje se, musi byt prava strana
pohybové rovnice (3.49) nulova.

~Vp+jxB = 0 (3.121)

Viskozni procesy se v rovnovaze neuplatiuji, nebot’ se plazma nepohybuje. V rovnovaze je
gradient tlaku latky s hustotou Lorentzovy sily. Ud¢lame-li skalarni soucin rovnice
rovnovahy (3.121) s proudovou hustotou nebo magnetickym polem, okamzité dostaneme:
i-Vp=0,
(3.122)
B-Vp=0.

Vzhledem k tomu, Ze gradient je kolmy na plochy konstantniho tlaku, je zfejmé, Ze elektrické
proudy v rovnovaze teCou podél ploch konstantniho tlaku. Stejné tak sleduji plochy
konstantniho tlaku i magnetické silokfivky. Proudové trubice jsou tak totozné s magnetickymi
trubicemi, 1 kdyz smér vektort j, B obecné neni totozny.

:

i

—

&

p = const

3.3.2 Proudové vlakno (pinc)

O

Proudova vlakna neboli pince ¢i filamenty patii snad k nejbéznéj$Sim ttvarim v plazmatu.
V nejjednodussi situaci tece proud v ose pince (axidlni smér) a kolem pince vytvari
magnetické pole (azimutalni smér), které plsobi Lorentzovou silou na proudové vldkno
a snazi se ho smrstit. Po Case se ustavi rovnovaha mezi gradientem tlaku plazmatu, ktery se
snazi plyn rozepnout a Lorentzovou silou, kterd piné komprimuje. Utvar se nazyva z-ping,
pismeno z naznacuje, ze proud tee v ose z pince. Slovo pin¢ pochazi z anglického pinch
(stisknout).

avaly JARSAVARY
et 1 et

z-piné helikalni pin¢ 6-pin¢

V kapitole 5.2.3 uvidime, ze rovnovaha je nestabilni a pin¢ tohoto typu se rychle rozpada.
Staci vSak, aby magnetické silokiivky byly zkroucené do magnetického provazce, a pinC se
stava relativné stabilnim utvarem. Proudova hustota imagnetické pole maji axialni
1 azimutalni slozky. Axialni slozka proudu generuje azimutdlni pole a azimutalni slozka
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proudu generuje axidlni pole. V tomto ptipadé hovotime o helikalnim (Sroubovicovém) pinci.
V laboratofich jsou vyznamné jesté dalsi konfigurace. Znamy je 6-pinc, ve kterém proud tece
v elektrod¢é po popvrchu pince v azimutdlnim sméru. Vytvorené magnetické pole je axialni.
Dalsi konfiguraci je toroidalni pin¢ — plazma drzené v toroidalni geometrii v tokamacich. Jde
vlastné o sto¢eny pin¢ do tvaru toroidu. Misto axialniho pole zde byva zvykem hovotit o poli
toroidalnim a misto azimutalniho pole o poli poloidalnim.

m Bennettova rovnovaha

Naleznéme nyni rovnovahu z-pinfe za piedpokladu homogenné rozlozeného elektrického
proudu a zanedbatelnych radiacnich procest. Rovnovahu pince s radiacnimi procesy budeme
fesit v kapitole vénované zareni plazmatu. Podminky rovnovahy z-pince za vySe uvedenych
ptedpokladii poprvé tesil finsky védec a vyndlezce Willard Harrison Bennett (1903—1987) jiz
v roce 1934.

Nejprve nalezneme v pin¢i o poloméru R azimutdlni magnetické pole B(r) z Ampérova
zékona ptrepsané¢ho do valcovych soutradnic:

rotB=y,j; =

1 d .
;E(”B):ﬂoj =

B(r)zﬂr+£.
2 r

Je zjevné, ze prvni Clen popisuje chovani pole uvnitt pin€e (druhy by v centru pince
divergoval a proto je C = 0. Naopak vn¢ pince je proudova hustota nulova a tim i prvni ¢len.
Obg feseni navaZeme na hranici pinde a dosadime j = I/zR*:

#012 r, r<R;

B(r)=1{27R (3.123)
&, r>R.
2xr

Nyni pouzijeme rovnici rovnovahy (3.121) zapsanou ve valcovych soufadnicich k vypoctu
tlaku:

Integraci jsme provadéli uvnitf pince, proto bylo pouzito vnitini feSeni pro magnetické pole.
Vyznam integracni konstanty pg je zfejmy. Jde o tlak v centru pince. Tlak v pinci by mél
klesat az k povrchu, kde je nulovy, tj. p (R) = 0. Z této podminky ur¢ime integra¢ni konstantu
po a celkové feseni:

R? C4r2R?

2 2
r 1
p(r)=py (1——]; P= (3.124)
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Jde o znamé Bennettovo feSeni s parabolickym prabéhem tlaku. Tlak v centrdlni ¢asti pince je
umérny kvadratu celkového proudu. Pokud dosadime za tlak elektront a iontl ze stavové
rovnice a budeme uvazovat teplotu obou komponent plazmatu shodnou

Po = nhkgT, +nikgT; = nkg (T, + T/ Z), (3.125)
ziskame dulezity vztah mezi teplotou centralni ¢asti a celkovym tekoucim proudem:
N,
J\/ekB(Te+Ti/Z)=:l—012; NezTe:ne;rRz. (3.126)
Y3

Veli¢ina N, ptedstavuje pocet elektronii na jednotku délky pinée na centralni linii.

m Bezsilova helikalni konfigurace pincée, reverzni pin¢

Predpokléddejme, ze se po dosti dlouhé dobé dostane helikdlni pin¢ do stavu s minimem
energie v magnetickém poli. Potom je magnetické pole nutné helikalni a splituje Beltramovu
podminku rotB =aB. Ve valcové geometrii bude radialni slozka pole nulova a azimutalni
iaxidlni slozka bude zédviset jen na proménné r. Beltramovu podminku rozepiSeme ve
valcovych soufadnicich po slozkéch:

B, =0,
p-roB. B, =45 (3.127)
a a dr
1 d
B =——(rB
: ardr( ¢)

Po dosazeni za pole B, z druh¢ do tieti rovnice dostaneme rovnici

2
dd 5 +l%+a232 ~0. (3.128)
V4 r r

Jde o Besselovu rovnici, ktera ma feSeni

B.(r)=ByJy(ar),
(3.129)
B, (r)=ByJy(ar).

Funkce Jy a J; jsou Besselovy funkce prvniho druhu, ve valcovych soufadnicich nahrazuji
funkce kosinus a sinus znamé z kartézskych soutradnic. Obdobn¢ jako derivace kosinu je
minus sinus, je 1 derivace Jy rovna minus J;. Besselova funkce Jy méni znaménko
v argumentu 2,4. Pokud ma pin¢ dosti velky polomér, nutné dojde pro » > 2,4/« k obraceni

sméru pole B,. Vznikly Gtvar nazyvame reverzni pin¢. Na poloméru
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2,4
o

a=

(3.130)

vznikd neutralni vrstva, na jejichZz opacnych strandch mé pole opacny smér, tedy situace
vhodna pro rekonekci magnetickych silokiivek a pro rozvoj ostrivkové (tearing) nestability.

m Kratce z rané historie vyzkumu pinct

1790 Holandsky védec Martin van Marun (1750-1837) vybil
100 Leydenskych lahvi pies dratek, ktery explodoval.
Vytvoril tak prvni zdokumentovany (i kdyz nevysvét-
leny) pin¢.

1905 Australsti védci J. A. Pollock a S. Barraclough pozoruji
v blizkosti Sydney v Australii trvalou deformaci dutého
hromosvodu (fotografie napravo) po prichodu blesku
a spravné deformaci vysvétlili jako duasledek tlaku
zpusobeného magnetickym polem.

1934 Willard Harrison Bennett (1903-1987) naSel feSeni
prabéhu tlaku pro stacionarni z-pin¢ s konstantni
proudovou hustotou.

1946 George Thompson a Moses Blackman z Imperial
College v Londyné patentuji fuzni zafizeni zaloZené na
toroidalnim pinci.

1946 George Thompson a Peter Thonemann provadéji
rozsahlé experimenty s toroidalnim pincem.

1954 Martin David Kruskal (1925-2006) a Martin Schwarzs-
child (1912-1997) vytvareji prvni teorii nestabilit pince,
zejména fesi kordlkovou a smyckovou nestabilitu.

1956 Rendel Sebastian Pease (1922-2004) a Stanislav
losivovich Braginskij nachazeji feSeni v podobé

F
!

’
\
|

S

elektromagnetického kolapsu, kdy ztrata energie A ‘ :
zatfenim zpusobi nekontrolovatelny kolaps pince k ose. i
1957 V anglickém Harwellu bylo zkonstruovano prvni velké %
toroidalni zatizeni ZETA o priméru 3 metry s proudem ¥
900 000 A. :

|
Vi

1958 Na toroidalnim pin¢i SCYLLA v Los Alamos byly
detekovany prvni fuzni neutrony.

Nestabilitami plazmového vldkna se budeme zabyvat v druhém dile ,,Viny a nestability** (viz
kapitola 5.2.3). Radia¢ni pin¢ budeme fesit v tfetim dile v Casti ,,Zareni plazmatu “.
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3.3.3 Proudova sténa

Proudova sténa je dvojrozmérnou analogii proudového vldkna. Proud tekouci v plose
generuje na obou stranach magnetické pole, které tlaci na sténu magnetickym tlakem.

® ® ® ® ® ©® ® ® .
B >

Pouzijeme-li na kiivku nazna¢enou na obrazku Ampériv zakon v integralnim tvaru, ziskadme

$B-dl=pyl = 2Bl=pl =

I

B:%W, (3.131)

kde i je elektricky proud vztazeny na jednotku pti¢né délky. Proudové stény byvaji velmi
tenké vzhledem ke své Sifce (tloustka a Sitka se 1iSi o mnoho fadt). Nejvétsi proudovou
sténou ve slunecni soustaveé je neutralni vrstva heliosféry, jde o rozvinénou oblast nulového
magnetického pole Slunce, kterd se nazyva Parkerova plocha. Jeji tloustka je v naSem okoli
cca 1 000 km. Na opacnych stranach Parkerovy plochy ma slunecni pole riiznou polaritu.

Planety prochaze;ji stfidavé nad a pod touto plochou, pti prichodu se méni polarita slune¢niho
pole. Jina proudova sténa vznika v magnetickém ohonu Zemé&. Pravé v blizkosti proudovych
stén, kde je magnetické pole na riznych stranach stény opacné orientované, dochazi Casto
k ptepojeni magnetickych siloktivek a rozvoji ostriivkové (tearing) nestability.
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3.3.4 Dvojvrstva

Dvojvrstvou nazyvame skok elektrického potencidlu v plazmatu. V literatufe se vétSinou
oznacuje symbolem DL z anglického ,,Double Layer”. Dvojvrstvy se vyskytuji v hojném
mnozstvi v plazmatu vSude tam, kde teCe elektricky proud zpusobeny elektrony a ionty
pohybujicimi se proti sobé€. Pii tomto vstficném pohybu se miize projevit tzv. dvousvazkova
nestabilita, kterd vede ke vzniku skoku elektrického potencialu ¢. Situace je obdobna vodé
tekouci v Sikmém kanalu. Samovoln¢ se na jejim povrchu vytvoii tu a tam vyskové schody.
Obdobné¢ se v plazmatickém prostiedi se spadem elektrického potencialu samovolné vytvorii
tu a tam schody v potencidlu. Stejny typ dvojvrstvy vznika i z ndhodné fluktuace koncentrace
iontl nebo pii pohybu nabitych ¢astic podél silokiivek magnetického pole.

Jinou moznosti vzniku dvojvrstvy je rozhrani dvou plazmatickych prostiedi s rtiznou teplotou
nebo koncentraci elektrond. Elektrony zacnou vlivem gradientu teploty ¢i koncentrace
difundovat do druhého prostiedi, ve kterém se proto objevi zvySeny zaporny naboj. Vznikne
elektrické pole a s nim souvisici schod v potencialu. Skrze takové dvojvrstvy trvale netece
elektricky proud.

Zakladem vzniku elektrické dvojvrstvy je vzdy existence rozdilného pohybu elektronti vici
okoli a nasledné naruseni kvazineutrality plazmatu vedouci na vznik elektrického pole a tim
skoku potencialu.

Pro posouzeni vyraznosti dvojvrstvy slouzi tzv. parametr dvojvrstvy, ktery je definovéan jako
podil energie schodu potenciélu a tepelné energie elektronti:

eAP
kBTe '

oL = (3.132)

Dvojvrstvy vznikajici na hranici dvou prostfedi s rGznou teplotou maji tento parametr
ptiblizn¢ rovny jedné. Dvojvrstvy vznikajici pti velkych spadech potencidlu jsou velmi
vyrazné a maji #p; >1. Pro takové dvojvrstvy se cCastice se rozdéli do Ctyf skupin

znazornénych na obrazku a.

o @
1@ —»

Zeﬂ—v—

4@:

1) ionty urychlované ve sméru poklesu potencidlu,

2) elektrony urychlované ve sméru naristu potencialu,
3) ionty zachycené na niz$i stran¢ potencialu,

4) elektrony zachycené na vyssi strané potencialu.
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Pribéh koncentraci n téchto ¢tyf druha Castic je na obrazku b, teckované jsou vykresleny
koncentrace zapornych ¢astic a plnou ¢arou kladnych. Odpovidajici celkova hustota naboje
po je zobrazena na obrazku d. Vysledkem je vrstva kladného néboje na vy$si strané
potencialu a vrstva zdporného naboje na nizs§i strané potencialu. Tato konfigurace dala
dvojvrstve jeji jméno. Pied a za schodem potencidlu je celkovy prostorovy néboj nulovy,
kladné a zaporné néboje se presn¢ vyrusi. Elektrické pole E dvojvrstvy je znazornéné na
obrazku ¢, mezi obéma vrstvami je zvySené a odpovida zdporné vzaté derivaci potencialu.
Dvojvrstvy mohou (ale nemusi) byt dlouhodobé stabilnimi tutvary, ve kterych schod
potencialu vede na vznik vySe zminénych Ctyi skupin Castic a jejich elektrické pole zpétné
napomahd udrzeni skoku v potencidlu.

Dvojvrstvy jsou utvary, na kterych dochazi k urychlovani nabitych c¢astic. Jde o jakési
pfirozené urychlovace v laboratofi i ve vesmiru. Vzhledem k separaci kladné¢ho a zaporného
naboje se chovaji jako piirozené kondenzatory. Pravé energie téchto ,kondenzatori“ se
transformuje na kinetickou energii urychlenych ¢astic. Vykon uvoliiovany na dvojvrstvé je
dan souc¢inem skoku potencialu a elektrického proudu tekouciho dvojvrstvou:

P=Agl (3.133)

Ke vzniku relativistickych ¢astic miize na dvojvrstvé dojit tehdy, pokud je energie schodu
potencialu vétsi nez klidova energie Castice, tedy relativisticky parametr dvojvrstvy

A
#DL, rel - L4 f (3.134)
moc

Je vetsi nez jedna, #p; o >1.

Dvojvrstvy zpravidla vytvareji rizné zprohybané plochy malé tloustky. Tloustka dvojvrstvy
je déna naruSenim kvazineutrality naboje, kterd v plazmatu nemlze byt vyS$S§i nez
nekolikandsobek Debyeovy vzdalenosti. Nejtlustsi dvojvrstvy maji pfi¢ny rozmér cca deset
Debyeovych polomérti. V laboratornim plazmatu jde o milimetry, v ionosféie o centimetry,
v meziplanetarnim prostfedi o desitky metri a v mezigalaktickém prostiedi o desitky
kilometrti.

Dvojvrstvy mohou plazmatickym prostfedim driftovat, mohou prudce zvysit svou tloustku
a rozpadnout se nebo zaniknout difiznimi jevy pokojnou cestou. Normalni dvojvrstvy jsou
kolmé na magnetické pole, podél kterého se pohybuji Castice, a vzniklé elektrické pole je
rovnobé&zné s polem magnetickym. Existuji ale i Sikmé dvojvrstvy.

Na dvojvrstvach mohou byt urychleny elektrony a ionty na zna¢né rychlosti a magneticka
energie elektrick¢ho obvodu se zde miize pfeménit na kinetickou energii Castic. Dvojvrstvy se
vyskytuji vSude tam, kde teCou plazmatem elektrické proudy. Nachazime je v magnetosférach
planet, napiiklad na néckolikanasobku zemského poloméru vznikaji ve dvojvrstvach
energetické ionty urychlené ve sméru silokiivek zemského pole. Skok potencidlu je zde
10-10* V. Dvojvrstvy pravdépodobné vznikaji ve slune¢nich filamentech protékanych
proudem. Zde se odhaduje skok potencialu az na 10°~10"' V a energie protonti urychlenych
ve dvojvrstvé na nékolik desitek gigaelektronvolti. Pokud vznikaji dvojvrstvy v plazmovych
vlaknech v blizkosti jader galaxii, mohl by byt skok potencialu az 10" V a uvoliovany vykon
tadové 10° Js.

Velmi zajimavou aplikaci dvojvrstev jsou iontové motory. V Australské ndrodni univerzité
vyvinuli v roce 2003 Christine Charles a Rod Boswell iontovy motor, ve kterém se vytvori
dvojvrstva na hranici mezi vysoce koncentrovanym plazmatem zdroje a plazmatem s nizkou
koncentraci ve vystupni trysce. Dvojvrstva urychli ionty na vysoké energie a vyznamné
ptispé€je k tahu motoru. Takovy motor mize vyznamné zefektivnit meziplanetarni lety.
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m Dvojvrstva vytvorena pouhou zménou koncentrace elektronti

Ptedpokladejme, Ze v plazmatu dojde z n¢jakych diivoda, napiiklad fluktuaci, ke zméné
koncentrace elektront. Hledejme, zda v tomto piipadé existuje stacionarni feSeni pro proud
elektroni. Budeme hledat nejjednodussi feSeni v jedné dimenzi bez magnetického pole
a tlaku elektrontl. Z rovnice kontinuity mame

0
a(neve ) =0
Vzhledem k tomu, Ze x je jedinou proménnou, mizeme psat
n.U, =const = nU, = ~Je =
e
Ue(x):—j—e. (3.135)
eng(x)

Tedy elektricky proud elektronti je konstantni a rychlost elektronti se v oblasti se zménénou
koncentraci méni tak, aby zistala v platnosti rovnice kontinuity. NapiSme nyni pohybovou
rovnici pro elektrony pro ustaleny stav

0
meU, ave =—ek.

Z této pohybové rovnice spocteme elektrické pole, které se vytvofilo zménou rychlosti
pohybu elektronti:

__ 0 m;
ox 2e
Po dosazeni za rychlost z (3.135) mame pro vzniklé elektrické pole vztah
o mgj’
E(x)=—2Tele (3.136)

Ox 2¢°n2 (x) ‘

Zmeéna koncentrace elektronti tedy s sebou piinasi vznik elektrického pole. V oblastech
konstantni koncentrace je elektrické pole nulové, nenulové je jen v oblastech, kde se
koncentrace méni. Ze souvislosti elektrického pole s elektrickym potencialem mizeme psat

.2
_ me]e
P(x) = —2e3n§ = (3.137)

E DL1 A
\/ DL2 x

V oblasti zmény koncentrace elektronil se méni 1 elektricky potencial a tedy vznika elektricka
dvojvrstva. Vzniklo-li lokalni sniZzeni koncentrace elektrond, vytvofi se na obou strandch
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schod v potencidlu a vznikne dvojitd dvojvrstva. Dodejme pro tplnost, Ze toto feSeni nalezli
Svédsti fyzikové Hannes Alfvén (1908—1995) a Per Carlkvist (1938) v roce 1968.

m Reseni potencialu uvnitf dvojvrstvy udrzované dvéma svazky

Hledejme nyni feSeni pro potencial uvniti dvojvrstvy, ktery klesa z hodnoty ¢p; na nulu.
Obecny vypocfet musi probéhnout pro vSechny 4 populace castic, tedy pro urychlované
svazky elektroni a iontd a pro zachycené tepelné elektrony a ionty. V tomto odvozeni
budeme uvazovat jen svazkové populace, tj. zanedbame tepelné jevy. Budeme ptedpokladat
svazek elektront letici s konstantni rychlosti ze strany nizs$iho potencidlu a svazek iontl ze
strany vysSiho potencidlu. Oba dva svazky budou na dvojvrstv€ urychleny. Vychozimi
rovnicemi budou zdkon zachovani energie, rovnice kontinuity a Poissonova rovnice pro
potencial.

15 15
—myU; —e¢ =const = Emeveo ;

2
(3.138)
I | R
Emivi +Z€¢ =const zgmivio +Z€¢DL .
n., =const :—]—e;
e
' (3.139)
Ji
n;v; =const=—;
Ze
2 Zen;
d’¢ _en, Zeni (3.140)

dx2 € &o

Konstantu v zdkoné¢ zachovani energie pocitdme na té strané schodu, ze které dana Céstice
prilétd z nekonecna. VSechny proménné (v,, n, @) jsou funkcemi polohy x v dvojvrstvé.
V Poissonové rovnici (3.140) dosadime za koncentraci z rovnice kontinuity (3.139) a za
rychlosti ze zdkona zachovani energie (3.138). Vysledkem je finalni rovnice pro potencial

2 j /€
d°¢ ____Jeleo Jil %0 . (3.141)

dx? 2e 27e
* \/v§0+¢ \/vi20+(¢DL_¢)
m mi

€

Jde o obycejnou diferencidlni rovnici druhého tadu pro funkci ¢(x), kterou je sice mozné fesit
analyticky (vede na eliptické integraly), ale zpravidla se fesi numericky. Integracni konstanty
jsou dany okrajovymi podminkami — na obou krajich dvojvrstvy je nulové elektrické pole, tj.
nulova derivace potencidlu a samotny potencial je na jedné strané¢ nulovy a na druhé ma
hodnotu ¢pr. Vysledkem je Langmuirova-Childova relace mezi celkovou proudovou hustotou
j tekouci dvojvrstvou, tloustkou dvojvrstvy d a spadem potencidlu ¢pp na dvojvrstve:

) m 2e ..
jd*=A¢d? . A4=~0,20724|1+ /m—e /m—; J=Je¥Ji- (3.142)
i e

V obecném piipadé musime vzit v Gvahu i populace zachycenych tepelnych Castic, jejichz
koncentrace je dana Boltzmannovym rozdé€lenim (tj. pfipustime nenulovou teplotu) a na
pravé stran¢ Poissonovy rovnici ptibudou jest¢ dva ¢leny ve tvaru

_9Oy¢

_ kpTy, . P
Ny, =Ny, © ; a=e,i
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m Kratce z historie vyzkumu dvojvrstev

1929 Americky plazmovy chemik a fyzik Irving Langmuir (1881-1957) detekuje
dvojvrstvy v laboratornim plazmatu.

1958 Svédsky plazmovy fyzik Hannes Alfvén (1908—1995) navrhuje, e elektrony
zodpovédné za polarni zaie jsou urychlovany smérem k Zemi dvojvrstvami
v magnetosfére Zemé.

1967 Svédsti plazmovi fyzikové Hannes Alfvén a Per Carlqvist (1938) navrhuji teorii
slune¢nich vzplanuti, ve které hraji vyznamnou roli dvojvrstvy.

1987 Svédska druzice Viking detekuje vyrazné dvojvrstvy v magnetosféie Zemé.
Druzice pracovala na polarni draze v letech 1986 az 1987. Ctyii ramena se
senzory elektrického pole byla dlouhd 40 metrt.

1992 Americky plazmovy fyzik Noah Hershkowitz naléz4 v laboratornim plazmatu
nasobné dvojvrstvy se schodovitym priibéhem potencialu.

2003 Australsti fyzikové Christine Charles a Rod Boswell vyvinuli novy iontovy
motor pro kosmické lodé, ktery vyuziva k urychleni ionti dvojvrstvu. Evropska
kosmicka agentura provedla prvni laboratorni testy motoru v roce 2005.

zdroj pro RF
ohiev

zasobnik
plynu RF anténa
a pomocné obvody

zdroj energie
pro civku

urychlené ionty

Nové vyvijeny motor ESA. Plazma vznika radiofrekvenénim ohfevem a je udrzovano
civkami magnetického pole. Na vystupu z komory se vytvoii stabilni dvojvrstva, ktera urychli
ionty na vysokou energii. Tim vznik4 tah tohoto nového typu motoru.
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3.3.5 Razoveé viny

V plazmatu se Casto vytvareji oblasti, ve kterych se prudce méni nékteré parametry, napiiklad
rychlost, koncentrace, teplota nebo magnetické pole. Takové oblasti nazyvame razovymi
vlnami, nékteré z nich se mohou plazmatem pohybovat. Typickym piikladem je rdzova vina
vznikajici interakci slune¢niho vétru s magnetosférou Zeme. Na ,,navétrné* stran¢ se vytvoii
obloukovitd razova vlna obdobné razové viné vzniklé pred ptidi lodi pohybujici se po mofi.
Razové viny vznikaji i tam, kde se proudéni méni z nadzvukového na podzvukové a jsou
typickymi rysy laboratorniho i astrofyzikalniho plazmatu. Na rdzovych vlnadch mize dojit
k vyznamnému urychleni ¢astic. Dvojvrstva probirana v minulé kapitole je vlastné speciadlnim
pfipadem razové viny.

Razové viny v klasické hydrodynamice studovali skotsky inzenyr William John Macquorn
Rankine (1820-1872) a francouzsky inzenyr Pierre Henri Hugoniot (1851-1887). Podminky,
které¢ musi jednotlivé veli¢iny spliiovat na rdzové viné, nazyvame Rankinovy-Hugoniotovy
podminky. Pokud pro né&jakou aditivni velic¢inu A plati rovnice kontinuity ve tvaru

aaﬂ+divj14 -0, (3.143)
t

je vyjadfenim zdkona zachovani této veli¢iny v soustavé spojené s razovou vinou podminka
platici pro obé¢ strany skoku

(i-m),=(im), = [in] =0 (3.144)

Vyznam hranaté zavorky je stejny jako u urcitého integralu. Index oznacuje strany rdzové
viny a n je normélovy vektor. Ze zakona zachovani hmotnosti, hybnosti a energie ziskdme
okamzité¢ podminky

[pu-n]’ =0, (3.145)
B? BB |
[pu(u-n){mzﬂo]n—( ﬂ';) l—o, (3.146)

vvvvvv

2

2
l:{e+p%+p](u~n)+(ExH)-n:| =0.

1
Vnitini energii pro polytropni plazma s koeficientem y vyjadiime ze vztahu (2.51)

e=—L_.
y—1
Pro skokova feSeni vyuzivame idedlni magnetohydrodynamiku (difuzni cleny zpisobi
konecnou tloustku rdzové viny) a pro elektrické pole proto plati

E=—uxB
Nyni jiz snadno ziskame relaci
o yp B BmBw |
—+——+— |(wn)-———| =0. (3.147)
2 -1 wy Ho .
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Tyto podminky musime doplnit spojitosti normalovych slozek magnetického pole (div B = 0)

a tecnych slozek elektrického pole (rotE=-0B/0¢). VyuZijeme opét fakt, Ze v idealni
magnetohydrodynamice je E=—-uxB:

[B-n]: =0, (3.148)

[nx(uxB)]; =0. (3.149)

Podminky (3.145) az (3.149) nazyvame Rankinovy-Hugoniotovy podminky.

Priklad — pohybujici se razova vina

Predpokladejme, ze se klidnym plazmatem pohubuje rychlosti V' rdzova vlna tvoiend skokem
magnetického pole rovnobézného s touto razovou vinou:

©® ®© 0 ® ® ® © ® ® ®

ceo0o0o0o0oe0f o o o y

®©® ® ® © 0O ®,0 ® ® ® X

©e 00006 © 6 6

©® ®® ® ® ® @, 6 ® ® ® z
B, —>-u=u —>V u,=0 B,

Pied ¢elem viny je rychlost plazmatu nulova, za vlnou je plazma strhavano rychlosti u. Urcete
tuto rychlost u ze znamych hodnot magnetického pole na obou stranach razové viny.

Reseni
V soustavé soutadnicové spojené s razovou vinou se pro nerelativistické rychlosti podle

transformace (D.1) magnetické pole nezméni. Z podminky (3.149) potom v této souradnicové
soustavé plyne

B,(V —u)=B,V . (3.150)

Nyni jiz snadno ur¢ime rychlost u prostiedi za rdzovou vinou:

_|{_B
u—[ B]V. (3.151)

1
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TEORIE PLAZMATU Il (VLNY A NESTABILITY)
4. LINEARNI VLNY V PLAZMATU

4.1. Zakladni pojmy

4.1.1 Vinéni

Ozna¢me veli¢inu, jejiz hodnoty se méni v Case a prostoru y(¢,x) nebo V(¢,x), podle toho,
zda jde o skalarni ¢i vektorovou veli¢inu. MiiZe jit o tlak, hustotu prostiedi, teplotu, rychlostni,
elektrické ¢i magnetické pole, vysku moiské hladiny a podobné. Uved’'me si nejprve nékteré
pojmy, které se pouZivaji v teorii vin.

m Vinova funkce

Veli¢ina y(¢,x) resp. V(¢,X) popisyjici vinéni v ¢ase a v prostoru. Polozime-li ¢= const,
pozorujeme Casovy snimek vinéni. Muzete si piedstavit, ze vyfotografujeme napiiklad vinici
se moiskou hladinu a prohlizime si vzniklou fotografii. PoloZime-li x = const, pozorujeme
Casovy prub¢h sledované veliiny v jednom urCitém misté. VInéni vétSinou popisujeme
komplexni vinovou funkci, pouziti komplexnich ¢isel vyznamné zjednodusi nekteré vypocty.
Fyzikalni vyznam ma4 ale zpravidla jen realna ¢ast vinové funkce. Tak jako kazdou komplexni
funkci, miizeme vlnovou funkci zapsat pomoci dvou redlnych funkci, amplitudy 4 a faze ¢:

w(t,x)=AE,x)e "  V(,x)= A@F,x)e PN (4.1)

m Vinoplocha

Plocha spojujici mista s konstantni hodnotou faze ¢ vlnové funkce. V téchto mistech je
vInéni ve stejné fazi (naptiklad tlak ma 75 % maximalni hodnoty).

m Uhlova frekvence

Zména faze vinéni s ¢asem,

o0p
. 42
w=-— (4.2)

Minus v definici neni podstatné, zajiStuje jen, aby se rovinnd vlna pohybovala v kladném
sméru vlnového vektoru. Uhlova frekvence se miiZze ménit jak s Casem, tak od mista k mistu.
Je-1i thlové frekvence neproménna, lze ji zapsat pomoci periody 7 jako @ =27/T .

m VIinovy vektor

Zména faze vinéni s prostorovymi proménnymi,

k:6—¢:V¢ ) (4.3)
0x

Vlnovy vektor jakoZto gradient mifi kolmo na vinoplochu ve sméru §ifeni vin. Jeho velikost
1 smér se muze ménit s Casem i od mista k mistu. Je-li vinovy vektor neproménny, lze jeho

velikost zapsat pomoci vinové délky A jako k=27z/A.

m Disperzni relace
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Vinéni je v kazdém misté popsdno ctyimi Cisly (@,K), kterd tvoti relativisticky ctyfvektor
transformujici se pomoci Lorentzovy transformace. Tato Cisla jsou ale zavisla. Vztah mezi
nimi Ize odvodit z rovnic popisujicich dany typ vinéni. VétSinou ma zavislost obecny tvar

d(w,k)=0 (4.4)

a nazyva se disperzni relace. V nekterych pifipadech je mozné z disperzni relace explicitné
vypocitat thlovou frekvenci v zavislosti na vinovém vektoru

o =w(k). (4.5)
Tam, kde to explicitné mozné neni, miizeme pouzit vétu o implicitni funkci a disperzni relaci
ve tvaru w(K) urcit alespon lokalné.
m Rovinna (monochromaticka) vina
Jde o nejjednodussi typ viny, amplituda je konstantni a faze je linedrni funkci:
A(t,x) = A4; P(t,xX)=cpt+ex+oy+oz=—ot+kx+k,y+kz=k-x-owt. (4.0)
Vyznam koeficientll ¢, je zfejmy z definice uhlové frekvence a vinového vektoru. Termin

monochromaticka v nazvu vilny znamend, ze ve vIné je zastoupena jedind frekvence
(barva = chromos). Rovinna (monochromatickd) vlna ma tedy tvar

w(t,x) = Ae'kx-of (4.7)
Na prvni pohled je ziejmé, ze plochy konstantni faze ¢(¢,x)=const piedstavuji rovnice
ptesouvajicich se rovin:
@(t,x) = const = kex+kyy+k,z—wt=const = cx+cyy+ezz+d(t)=0.
Pfesun roviny budeme chéapat jako kolmy k této roving (Sikmé ptfesuny rovin Ize tak jako tak

nahradit kolmym ptesunem s rychlosti rovnou projekci rychlosti do kolmého sméru). Smér
pfesunu ur¢ime jako gradient rovnice roviny:

p(t,xX) =k x+k,y+k,z -t = Vo=k.
VInovy vektor proto mifi ve sméru §ifeni vinéni.

m Fazova rychlost

Fazova rychlost je rychlost pfesunu roviny konstantni faze. Zvolme soufadnicovy systém tak,
aby se roviny ptesouvaly ve sméru prvni osy, tj.

k = (k,0,0)

Diferencovanim rovnice plochy konstantni faze ziskdme velikost pfesunu plochy (fazovou
rychlost)

kx — wt = const = kdx —wdt=0 = Up dx @

Pro obecnou volbu soufadnicového systému plati

10} ok 10}
Up =—; = =

A Ve T r —k—2 (4.8)

Prvni vyraz urcuje jen velikost fazové rychlosti, druhy vyraz ukazuje,
ze vektor fazové rychlosti miifi ve sméru vinového vektoru. Fazova
rychlost souvisi jen s pfesunem mista, které ma stejnou fazi vinéni,
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nesouvisi se skutecnym makroskopickym ptesunem hmoty (kola Sifici se na vodni hlading
maji zcela jinou rychlost nez voda samotnd). Fazova rychlost mize byt, a v mnoha ptipadech
je, nadsvételna. Tvar disperzni relace ur¢uje hodnotu fazové rychlosti pro riizné frekvence.
Jev, kdy se viny rGznych frekvenci §iii riznou rychlosti se nazyva disperze.

m Obecna vina

S rovinnymi vlnami se velmi snadno pracuje a muzeme z nich poskladdat vinu obecnéjsiho
tvaru:

w(t,x) = j a(w, k) e’ KX~00 g3k (4.9)

Jde vlastné o Fourierovu transformaci y(¢,x) <> a(w,k). Amplitudy vin jsou Fourierovym

obrazem vlnové funkce. Integrace se provadi jen pfes slozky vlnového vektoru. Uhlova
frekvence je na vinovém vektoru zavisla prostfednictvim disperzni relace (4.5) a proto se pres
ni neintegruje. Formaln¢ miizeme integraci zapsat ¢tyfrozmérné pomoci Diracovy distribuce:

w(t,x) = j a(w,k)e! KX *Ds[m— oK) dod’k. (4.10)

m Grupova rychlost

Zkoumejme nyni rychlost pfesunu vlnového baliku — klubka vin podobnych frekvenci
a vlnovych vektord. Pro jednoduchost budeme uvazovat balik Sifici se ve sméru osy x (tak
zvolime soufadnicovy systém):
ko+Ak
w(t,x) = j a(w,k)e' P gk . 4.11)
ko—Ak

Amplituda vIln je nenulovad jen v intervalu (ky—Ak,ky,+Ak) a nahradime ji konstantni
amplitudou:
kg+Ak .
p(t,x) = a(wg,ke) [ &0 dke .
ko—Ak

V dal8im kroku vytkneme z integralu sttedni vinu

k0+
l(kox—ﬂ)ot) (k—ko)x—(a)—a)o)t]

w(t,x) ~ a(wg, ky)e el dk .

ko—Ak

Nesmime zapomenout, Ze @ = w(k) a integrace se ,,skryté provadi i pfes w. Dalsi upravy
jsou ziejmé:

. B k0+Ak a) k —w
w(t.x) ~ a(@g.ko)e " [ expl ik —ky) o200
ko—Ak k—ko

Zlomek v argumentu exponenciely I1ze nahradit derivaci

o(k)-0y 00|
k-ko Okl

= Ug(kO) .

Veli¢ina v, ma zatim vyznam jen oznaceni pro vySe definovanou parcidlni derivaci. Vlnovy

balik ma nyni tvar:
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ko—Ak

w(t,x)~ a(&)oako)ei (kgx=awot) OJ' exp[i(k—ko)(x — Uy t)}dk.
ko—Ak

Je zfejmé, Ze po integraci pies vinovy vektor bude vysledek integralu néjakou funkci
argumentu X —Ug £:

p(t,x) = a(a)o,ko)e" (kor=o) F(x —vgt) = A(x —vg1) o Fox=@o)

Balik ma tedy obalku Sifici se rychlosti v, . Pro obecné mifici vlnovy vektor je

ow [8&) 0w Gw]
= = (4.12)

Vo =—/—= 9 9
® 0k |0k, 0Ok, Ok,

Obdobny vztah ve sférické souradnicové soustave (k,8,¢) ma tvar (gradient v k prostoru)

(4.13)

(8(0 1 ow 1 Gw]
Vg )

0k k 00 ksin@ o

AR

Rychlost §ifeni vlnového baliku jako celku se nazyva grupova rychlost. Je to rychlost Sifeni
informace o tvaru baliku a rychlost pfenosu energie baliku a nutné musi byt podsvételna.
S vyuzitim de Broglieho vztahi a Hamiltonovych kanonickych rovnic ¢, = 0H/0p; snadno

ukdzeme, Ze jde o mechanickou rychlost ¢astice kvantové spojené s vinovym balikem:
, 00 _oho OF _
¢ ok onk op e

m Graficky vyznam fazové a grupové rychlosti

Graficky vyznam fadzové a grupové rychlosti vidime na obrazku. Fazova rychlost je ddna
tangentou uhlu, ktery svira spojnice bodu na kiivce disperzni relace s pocatkem (vzhledem
k vodorovné ose), grupova rychlost je ddna smérnici te€ny (jde o derivaci):

Up =ty Uy =tgys. (4.14)
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4.1.2 Rozmérova analyza (viny na hluboké vodé)

I bez znalosti teorie a bez znalosti fyzikalnich procest probihajicich v dané situaci je n€kdy
mozné odvodit disperzni relaci. Tvar fyzikdlnich zadkont je mnohdy natolik omezen rozméry
veli¢in, ze zbyva jen né€kolik malo variant. V téchto piipadech postaci ,,jen” rozmérova
analyza problému. Typickou ukédzkou je problematika vin na hluboké vodé. Na mél¢in€ zavisi
vlastnosti vin samoziejmé na hloubce vody a takové vilny mohou byt velmi komplikované.
Jsme-li ale na hluboké vod¢ a viny dosahuji rozméri od milimetrti po nékolik desitek metrd,
nemuze jejich tvar ovlivnit hloubka ocednu. Takové viné je jedno, zda je dno 500 m pod
hladinou nebo 5km pod hladinou. Tim se problematika znaéné zjednoduiuje. Ulohu
rozdélime na dvé ¢asti — viny dlouhé a viny kratkeé.

m Dlouhé viny na hluboké vodé

Pokusime se ur€it disperzni relaci z rozmérové analyzy problému. Na ¢em miiZze zaviset
frekvence vIn? Z Givodu jiz vime, ze frekvence nebude zaviset na hloubce oceanu. Vlastnosti
dlouhych vin také nebudou zdviset na povrchovém napéti. To ovliviiuje prohnuti hladiny
malych rozmért, tedy viny kratké. Vzpomeiite si na Skolni experiment s jehlou lezici na
hladin€¢ vody. Jehlu na hladiné drzi pravé povrchové napéti a prithyb hladiny je patrny na
milimetrové vzdalenosti od jehly. Zbyva tak zéavislost na hustoté¢ kapaliny, na tihovém
zrychleni a samoziejmé na vlnovém vektoru (jde o disperzni relaci, tj. vztah mezi w a k):
o =a(p,g,k).

Ptedpokladejme nejjednodussi moznou zavislost, tj. mocninou
o= p* g’ K.

Na prvni pohled se zdd nemozné zjedné rovnice urCit tfi neznadmé exponenty a, [, .
Fyzikélni veli¢iny se ale sklddaji z hodnoty a rozméru. Pravé rozméry jsou zde podstatné.
Zapisme rozmér veli¢in hledaného vztahu:

st=kg m>* m? s . m7.
Disperzni relace musi platit pro Sirokou Skalu parametrii. To je mozné jen tehdy, jestlize
exponenty rozmérti budou souhlasit u vSech zakladnich jednotek SI:
m: 0=-3a+pf-y,
kg: 0 =«a,
s: —1=-24.
Tyto tfi rovnice maji jediné feSeni:
a=0; p=1/2; y=1/2
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a hledana disperzni relace ma tvar

o=gk. (4.15)

Disperzni relaci jsme odvodili z rozmérové analyzy bez znalosti procest probihajicich ve
ving. Je tieba ptiznat, ze vysledny vztah je sice jednoznacny, ale aZ na nésobici bezrozmérny

koeficient (@ =const\/gk ). Ten je nutné urcit experimentaln¢ a v tomto pfipad¢ je roven
jedné. Ze vztahii (4.8) a (4.12) ur¢ime fazovou a grupovou rychlost:

_2_\/@ [2g
k k 27

i
Y = ak A

U dlouhych vIn na hluboké vodé dochazi k disperzi (zavislosti rychlosti vin na vinové délce).
Dlouhé¢ viny se §ifi vyssi rychlosti. Grupova rychlost je rovna poloviné fazové rychlosti. Tou
se §ifi balik dlouhych vIn (naptiklad za lodi).

m Kratké viny na hluboké vodé

Kratké viny jsou dominantn€ ovlivnény povrchovym napétim o, naopak zanedbatelny je vliv
tihového pole (to ovliviiuje predevsim velké viny). Obdobnou rozmérovou analyzou mizeme
ziskat vztah

3
w= |k (4.16)
Yol

Standardnim postupem ur¢ime fazovou a grupovou rychlost
B O'_k _ |27o
ﬁ,p ’
_O0w _3 270 _3
Tk 2 2 27
U kratkych vin je situace opacnd nez u dlouhych. Krat$i viny se §ifi rychleji a grupova
rychlost je vetsi nez fazova (v, =1.5v).

m Obecné viny na hluboké vodé
Predchozi dva limitni vztahy pro dlouhé a kratké viny lze spojit do disperzni relace pro viny
libovolné vinové délky:

3
o= |2 1ok (4.17)

P

Pro fazovou a grupovou rychlost standardn¢ nalezneme
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sok 1g 60 g2
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Poznamka 1: Vztahy jsme odvodili bez znalosti fyzikalnich zakonitosti. Sama teorie Sifeni vin na
hluboké vodé& neni jednoducha. VInéni neni pfiéné, jak by se na prvni pohled mohlo zdat. Castice
vody se nepohybuji v hfebeni nahoru a doli (nalevo). Je tomu tak proto, ze voda je nestlacitelna
a jde-li hfeben dolu, musi se voda roztékat do strany. Vysledkem je pohyb vodnich ¢asteCek po
kruznici. VIny na vodé nejsou pri¢né (nejsou ani podélné, jde o smésici pficného a podélného vinéni).

/_I{ ANO

Poznamka 2: Na mélciné zavisi disperzni relace na hloubce vody. Tak se i fazova rychlost stava

zavislou na hloubce. P¥iblizné plati
op =g (4.18)

Vznikne-li na vodni hladiné schodovity utvar, Sifi se horni &ast vyS8Si rychlosti a vina znamym
zpusobem prepadava.

v(hy)

—’M 5

4.1.3 Linearni teorie (elektromagnetické viny)

Maiéme-li ke sledovanému jevu né&jaky teoreticky model, nejlépe usporadany do piehledné
soustavy rovnic, je napil vyhrano. Je-li navic teorie linearni, tj. vSechny neznamé se vyskytuji
v prvnich mocninéch, je dalsi postup pfimocary:

1. Muzeme se pokusit nékteré promeénné ze soustavy vyloucit a snizit tak pocet proménnych.
Idedlem je samoziejmé ziskat jedinou rovnici pro jedinou nezndmou. Popisuje-li model
vInéni, bude vysledna rovnice n¢jakym druhem vinové rovnice. Vylucovani proménnych
ze soustavy vychozich rovnic vliibec nemusi byt jednoduché. Zpravidla jde o soustavu
parcidlnich diferencialnich rovnic a ne kazdy umi s témito rovnicemi zachazet. NaStésti
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muzeme vypocet kdykoli prerusit a piejit ke kroku 2. Dokonce se o snizeni poctu
proménnych viibec pokousSet nemusime a miizeme rovnou pfistoupit ke kroku 2.

2. Zcela obecné feSeni (vlnu) mizeme slozit z rovinnych vin podle vztahu (4.11). Vzhledem
k tomu, Ze vychozi soustava rovnic (nebo jen rovnice jedind, podafilo-li se ndm snizit
pocet proménnych na jednu) je linedrni, mizeme dosadit do soustavy jednu konkrétni
rovinnou vinu a zkoumat chovéni soustavy pro tuto vinu. Kdykoli pozdé€ji miizeme Gplné
feSeni z takovychto rovinnych vin slozit. Srovinnymi vlnami se mimofadné snadno
zachazi. Zkusme rovinnou vinu derivovat podle ¢asové a prostorové proménné:

%V/ _ gAei[k-x—a)t] = A0 i,
t
aiw = aiAei[k"‘_wt] = +ik A0 = ik y
X X

Vidime, Ze parcialni derivace pro rovinnou vlnu pfechazeji na algebraické vyrazy.
Jakékoli kombinace parcidlnich derivaci lze nahradit algebraickymi vyrazy plynoucimi
z obou uvedenych relaci. Sestavme je do prehledné tabulky:

Vyraz Priklad
g—)—ia) %:—ia)f
ot ot
0
— > +ik; af = +ik f
X; ox;
V > +ik Vf=+ikf
div—>ik- divV = ik-V
rot > ik x rotV = ikxV
A—>—k? Af = —k%f

Podle téchto pravidel prevedeme vychozi soustavu na algebraickou soustavu rovnic, se
kterou se sndze zachazi. Tento krok je ekvivalentni provedeni Fourierovy transformace.

3. Vzhledem k tomu, ze hleddme nenulové feSeni, musi byt determinant soustavy nulovy
(pfedpokladame, ze vyslednd soustava nemé pravou stranu a vétSinou tomu tak skuteéné
je). Z této podminky ziskame vztah mezi @ a k, tedy disperzni relaci. Casto je vyhodné
eliminaci snizit pocet proménnych soustavy a tim fad pocitaného determinantu. SniZovani
poctu proménnych mizeme provadét pred pouzitim pravidel Fourierovy transformace
(pro parcialni diferencialni rovnice, viz krok 1) i po ném v algebraické soustave.

4. Je-li disperzni relace komplexni, je vhodné feSit pfipadnou stabilitu ¢i nestabilitu
nalezeného feSeni. Komplexni thlova frekvence nebo vinovy vektor znamend ve vyrazu
exp[i(k-x—wt)] pfitomnost exponencidlnich neoscilujicich ¢lenti, které mohou vést

k utlumu nebo exponencialnimu naristani feseni (nestabilit¢).

5. Zdisperzni relace se pokusime urcit thlovou frekvenci a ze vztahti (4.8) a (4.12)
nalezneme fazovou a grupovou rychlost vin.

6. Vratime se k ptivodni soustavé rovnic a zkoumame vztahy mezi jednotlivymi veli¢inami,
zejména vzajemné sméry ruznych vektort, zda je vinéni pticné ¢i podélné, atd.
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Jako jednoduchy piiklad na uvedeny postup feSme elektromagnetické viny ve vakuu. Za
vychozi soustavu rovnic poslouzi Maxwellovy rovnice:

divD=p,
divB=0,
. (4.19)
rotH=j+0D/ot,
rotE=—-0B/ot.

Ve vakuu je p=0, j=0 a plati jednoduché materidlové vztahy D=¢g,E, B= 1 H . Jako
zékladni ponechame v soustavé vektory E a B:

divE=0,
divB=0,
(4.20)
rot B =gy, OE/0t ,
rotE=—0B/ot .

Vysledkem je soustava Maxwellovych rovnic ve vakuu. Prvni dvé skalarni rovnice jsou
okrajovymi podminkami druhych dvou vektorovych rovnic, které tvoii vychozi soustavu
rovnic. Ukdzeme dva postupy feSeni. V prvnim se pokusime eliminovat proménné jesté pred
provedenim Fourierovy transformace (FT), v druhém az po provedeni FT.

Postup 1

Z Maxwellovych rovnic se pokusime vylouc¢it magnetickou indukci a ziskat rovnici pro
elektrické pole. Na ¢tvrtou rovnici zaplisobime operaci rotace a na pravé strané za rot B
dosadime z tieti rovnice:

orot B 0’E 0°E
= rotrotE=—gupy— = raddiv— AE =— g 1y ——.
o 0k~ (g ) 0Ho 3

rotrotE=—

Vzhledem k tomu, ze div E = 0, ziskdvame vyslednou rovnici

2
AE—goyo‘sz = 0. (4.21)

Jde o znamou vlnovou rovnici pro elektrické pole. Obdobné bychom eliminaci elektrického
pole mohli z Maxwellovych rovnic ziskat stejnou rovnici pro magnetické pole. Nyni
provedeme FT podle pravidel uvedenych v této kapitole:

(_kz + goﬂoa)z)E =0.
Parcidlni diferencialni rovnici jsme ptevedli na algebraickou rovnici bez pravé strany.
Nenulové feseni bude existovat pouze tehdy, kdyz

1

Solo

—k? +€0y0a)2 =0 = (k)= k.

Z podminky nenulovosti feSeni jsme odvodili disperzni relaci. Fazova rychlost Sifeni

(rychlost svétla) je
P C Y (4.22)
k EoHo
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4

Nalezena disperzni relace tvaru @ = ck je nejjednodussi mozna (ptimkova), fazova i grupova

rychlost je stejna a vinéni nejevi disperzi (fazova rychlost neni zévisla na vinové délce resp.
vlnovém vektoru.

Postup 2

Budeme predpokladat, Ze se ndm nepodatilo ze soustavy Maxwellovych rovnic eliminovat
rovnici pro elektrické ¢i magnetické pole. Proved’'me proto FT jiz v piivodni soustavé rovnic
(4.20):

k-E=0, k-B=0,

4.23
kxB=-weouykE, kxE=+wB. (4.23)

Eliminaci proménnych Ize provést nyni. Dosadime B z posledni rovnice do pfedposledni:
ékx(kxE) ——wsgugEk =  k(k-E)-k’E =—0”syu,E.
Prvni vyraz je podle prvni rovnice z (4.23) nulovy a rovnice pro elektrické pole proto je
(k* — eoutg @*)E=0.

Podminkou nenulovosti elektrického pole je opét disperzni relace

1

Solo

k = ck .

K- So,uoa)z =0 = w(k) =

Z puvodni soustavy (4.23) snadno zjistime, Ze vektory E, B a k jsou navzdjem kolmé a vinéni
je proto pticné.
E

B

Poznamka: Vidime, Ze neni dulezité, v které fazi vypocétu provedeme FT, oba postupy vedou ke
stejnému vysledku. Pokud neumime zachézet s parcidlnimi diferencialnimi rovnicemi, je vyhodné
provést FT co nejdfive. Nepodafi-li se nam provést eliminaci promé&nnych ani pfed, ani po FT, bude
podminkou nenulovosti feSeni nulovost determinantu celé soustavy.

4.1.4 Nelinearni teorie (zvukové viny)

Je-1i vychozi model nelinearni, mize jit o zna¢ny problém. Rovnice jsou fesitelné jen nekdy
a zadné obecné postupy neexistuji. Rovnice je mozné linearizovat, ale tim ztracime mnoho
z vlastnosti skute¢nych feSeni. Linedrni aproximace je ospravedlnitelnd jen pro viny malych
amplitud, které chapeme jako malé poruchy néjakého znamého (nejlépe stacionarniho) feSeni
vychozi soustavy rovnic. Nékdy je linearizace jedinou moznosti, jak se o feSeni vilbec néco
dozvédét. Z chovani malych poruch miizeme obdobnymi postupy jako v teoretické mechanice
feSit problém stability feSeni. Linearizace probihd ve dvou krocich. Nejprve nalezneme
klidové* feSeni vychozi soustavy rovnic bez pfitomnosti vin. V homogennim neomezeném
prostiedi jde zpravidla o konstantni feSeni, u omezeného prostiedi (napiiklad valcové vlakno)

vvvvvv

,Mald porucha® znamend, Zze relativni poruchy (vydélené néjakou charakteristickou
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hodnotou) se chovaji jako maly bezrozmérny parametr, jehoz mocniny vyssi nez prvni
zanedbavame. V praxi feSeni s pfidanou poruchou dosadime do vychozi soustavy rovnic
a zanedbame kvadraty a vys$s§i mocniny vSech poruch. Vysledkem je linearni soustava rovnic
pro poruchy, na kterou aplikujeme postup z minulé kapitoly.

U nelinedrni soustavy rovnic mizeme tedy pouzit postup zalozeny na linearizaci, ktery je
obdobny vySetiovani stability u soustav obycejnych diferencidlnich rovnic [1]. I zde
zkoumame chovani malych poruch, které mohou byt utlumeny (stabilita), exponencidlné
nartstat (nestabilita) nebo mit vinovy charakter. Shrime nyni zakladni kroky feSeni
nelinearni soustavy metodou linearizace (metodou perturbaci, malych poruch):

Nalezeni néjakého (nejlépe stacionarniho) feseni.
Linearizace pomoci malych poruch.

Mozn4 eliminace proménnych.

Fourierova transformace.

Mozna eliminace proménnych (algebraicka).
Nalezeni disperzni relace (determinant soustavy = 0).
Vysetteni stability feSeni.

Nalezeni fazové a grupové rychlosti.

Nalezeni vzdjemnych smért mezi vektory.

PR S W=

V kapitole 4.1.2 (rozmérova analyza bez znalosti teorie) zalinal vypocet az krokem 6,
nalezend disperzni relace byla redlnd a tak odpadlo vySetfovani stability (krok 7).
U linedrnich soustav za¢ina vypocet krokem 3 (kapitola 4.1.3). U nelinearnich soustav musi
prob&hnout cely uvedeny postup. Cely vypocet si ukdzeme na zvukovych vilnach Sificich se
homogennim izotropnim plynnym prostredim.

m Zvukové viny v plynech

Za vychozi model budeme povazovat soustavu rovnic:

a—’O+div,ou =0,

ot

pz—l;+p(u-V)u =-Vp, (4.24)

p=p(p)=Kp".

Prvni rovnice je rovnici kontinuity pro hustotni pole, druha rovnice je pohybovou rovnici pro
rychlostni pole a soustava je uzaviena polytropni talkovou zdvislosti. V soustavé je celkem
pét neznamych (p, u, p) a soustava je nelinearni, vystupuji zde souciny hledanych funkci.
Proto provedeme cely postup (body 1 az 9):

1. Staciondrni Feseni: Stacionarnim feSenim (napiiklad nepohyblivy plyn v mistnosti) je
p=py, u=0,  p=pg.
2. Linearizace: Ptepokladejme ptitomnost malé poruchy stacionarniho feSeni
pP=py+dép, u=ou, p=py+op.

Tuto poruchu dosadime do soustavy (4.24):
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0 .
a(po +0p) + dlv[(po + 5/0)(5“)] =0,

8(Su)
ot

(Po +3) "o+ p(6u-V)(Su) = ~V (pg +5p).

0
Sp=a(p)dp; a=-L.
op

V soustavé ponechdme jen poruchy prvniho fadu, poruchy vysSich tadi zanedbame.
Derivace konstant jsou nulové. Ze soustavy po linearizaci proto zbude:

0 :
=, (@) +div] py(6w) | = 0,

26 6(;“) -V (Sp), 4.25)

op=a(py)op.

3. Eliminace promennych: Soustava (4.25) je jiz linearni soustavou pro neznamé dp,ou,op.
V principu miZzeme nyni eliminovat ze soustavy poruchu tlaku 6 p dosazenim z posledni
rovnice. Tento krok ale také miizeme provést pozdéji.

4. Fourierova transformace: Soustavu prevedeme na algebraickou pomoci Fourierovy
transformace. NaSe soustava je jiz linedrni a tak je tento krok ekvivalentni dosazeni
rovinné viny do soustavy. Vysledkem je

—iwop+ipygk-ou) = 0,
—iwpgou = —-ikop, (4.26)
op=aop.

5. Eliminace promeénnych: Ziskand soustava je pro pét nezndmych a determinant by se
pocital z matice 5x5. Pomoci posledni rovnice eliminujeme tlak:

—wop+ py(k-ou) =0,

kadp—-wpyou = 0 .
Nyni mame jen Ctyfi rovnice (jednu skalarni a jednu vektorovou) pro Ctyfi neznamé
0p,0v a determinant by se pocital z matice 4x4. Z druhé (vektorové) rovnice mizeme
jesté spocitat poruchu rychlosti a dosadit do prvni rovnice:

(—0* +ak*)sp = 0.

Vysledkem je jedna jedind rovnice pro jednu jedinou nezndmou Jp . Ne vzdy lze provést
eliminaci proménnych az do konce.

6. Disperzni relace: Podminkou nenulovosti feSeni je nulovost kulaté zavorky pied dp (jde
o determinant matice 1x1):

—w* +a(py)k? = 0. (4.27)

Nalezenou disperzni relaci 1ze snadno fesit vzhledem k @, za o dosadime z (4.25):

w= 2P . (4.28)
op
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7. Stabilita FeSeni: Disperzni relace vySla redlna, redlnému vlnovému vektoru odpovida
redlnad thlova frekvence a feSenim jsou viny. V systému nedochdzi ani k Gtlumu ani
k nestabilité.

8. Fdzova a grupova rychlost: Vysledna disperzni relace je linearni, fazova a grupova
rychlost maji stejnou hodnotu, zvuk se §ifi rychlosti

(=2 |or (4.29)
k op

Specialné pro polytropni déje p = Kp’ vychazi

o= |72 (4.30)
0

9. Vztahy vektorii: Z druhé rovnice (4.26) je zfejmé, Ze porucha rychlostniho pole mifi ve
sméru Sifeni vin (vlnového vektoru) a jde tak o vinéni podélné.

Za pomoci rychlosti zvuku lze disperzni relaci zvukovych vin zapsat v Casto pouzivaném
tvaru

w=ck . 4.31)

S

m Zvukové viny v pohyblivém prostredi

Pfipustme nyni nenulovou rychlost ve staciondrnim feSeni (to odpovidd Sifeni zvuku
v pohybujicim se prostfedi) a pozadujme feseni ve tvaru

pP=py+p, u=ug,+ou, p=po+op. (4.32)

Co vSechno se zméni? Vypocet probihad zcela analogicky, nyni ale pii linearizaci pfisp&je
1 konvektivni ¢len v pohybové rovnici. Po snadném vypoctu ziskame disperzni relaci

[0k -uy| - a(py)k* =0; a= (4.33)
op
a z ni pozorovanou uhlovou frekvenci
u
o =ck +k-uy=ck+ku, Cosa=csk(l+—0cosaJ . (4.34)
CS

Ve vyrazu jsme o oznacili uhel mezi vlnovym vektorem k a rychlosti prostfedi u, .

Oznacime-li jesté frekvenci zvuku v nepohyblivém prostiedi o, = c,k , mame vysledny vztah
Uy
w=wy|l+—cosa |, (4.35)
CS
ktery neni nic jiného nez Doppleriv vzorec pro zménu frekvence vlivem pohybu zdroje
vinéni.
4.1.5 Dalsi priklady (Jeansovo kritérium, vinova, KG a telegrafni rovnice)

m Jeansovo kritérium

PopiSme nyni viny v oblaku plynu a prachu, ktery je ovladan gravita¢nim polem (mlhovinu).
Zejména se budeme zajimat o to, za jakych podminek je generovanéd zvukové vlna nestabilni
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a miiZze dojit k hrouceni ¢asti mlhoviny a vzniku globule — zhusténiny, kterd je ptfedchiidcem
budouci hvézdy.

V nasledujici tabulce jsou porovnany veliiny popisujici elektrostatické a gravitaéni pole.
Spravny koeficient u Laplaceovy-Poissonovy rovnice pro gravitatni potencidl ziskate
porovnanim vztahl pro potencidlni energii bodového zdroje elektrostatického a gravitaéniho
pole.

Veli€ina Elektrostatické pole Gravitacni pole
g , . __ 9 M
Potencial bodového zdroje Pp = 4z PG =— GT
Potencialni energie Ve =qog Vo =mdg
: g Po
Rovnice pro potencial Apg =—— Apg =4nGp,,
€0
Sila vyjadfena z energie F=-VIg F=-VI;
Sila vyjadiena z potencialu F=-qVg¢g F=-mVgg
Hustota sily f= _pQ V¢E f= — Py V¢G

Za vychozi sadu rovnic budeme povazovat soustavu (4.24) doplnénou o hustotu gravitacni
sily a rovnici pro gravitacni potencial:

8—'O+div,ou =0,
ot

0
p8—?+p(u-V)u = -Vp-pVp, (4.36)
Ap=47Gp,
p=p(p).

Vzhledem k tomu, Ze jde jen o gravitacni problém bez ptitomnosti elektrickych poli a nemtize
proto dojit k zaméné hustot ani potenciald, vynechdvame index G. Celkem méame 6 rovnic
pro 6 nezndmych p, v, @, p. ReSeni budeme hledat v perturbovaném tvaru

pP=py+top, u=ou, P=¢y+9, pP=py+op.

Obdobnym postupem nalezneme disperzni relaci zvukovych vin ovlivnénych gravitacnim
polem
o =2k —4xGpy: 2= (4.37)
op
Oproti relaci (4.31) je zde navic druhy ¢len na pravé strané. Redeni vzhledem k o je
jednoduché:

0=+ k> ~4nGp, . (4.38)
Na prvni pohled vidime, Ze thlova frekvence neni za vS§ech podminek realnou veli¢inou. Pro
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2 k* <4nGp, (4.39)

je uhlova frekvence ryze imagindrni, @ = +ib a v rovinné vin¢ se objevuji ¢leny

Nekteré typy poruch proto mohou exponencidlné nariistat a mlhovina se stava nestabilni.
Pravé v takovém prostiedi mohou vznikat hvézdy jako piivodné malé poruchy narostlé do
makroskopickych rozmért. Prozkoumejme proto podminku (4.39) podrobné;ji:

ng kgT
c 4—<47rG,o0 = A> T 2B 77kl
A GIOO Gpy GPO nomg Gpomy

Pii odvozeni jsme pouzili pro rychlost zvuku vztah (4.30), m¢ je hmotnost jednoho atomu ¢i
molekuly mlhoviny. Poruchy s vinovou délkou vétsi nez ur€itd mez jsou gravitacné nestabilni.
Aby se v mlhoviné mohly tvofit hvézdy, musi mit rozméry vétsi nez tato kritickd mez.
Uvedené tvrzeni se nazyva Jeansovo kritérium a bylo odvozeno v roce 1902:

wykgT
L> [=B (4.40)
Gpomg

Z disperzni relace (4.38) neni samoziejmé problém dopocitat faizovou a grupovou rychlost
Sifeni poruch mlhovinou. V ionizovaném prostiedi za ptitomnosti magnetickych poli mohou
hVézdy vznikat, aniz by splflovaly Jeansovo kritérium.

vvvvvv

podrnlnky rovnovahy tohoto objektu. Gravitacni sila plsobici na ne_]akou vrstvu uvnitf
vznikajici hvézdy ma tvar

1
R

grav

Tlakova sila na tuto vrstvu je tmérna soucinu tlaku p ~ p” a povrchu § ~ R?, t]

1
R3}/—2 '

2 p3yp2
Fyax ~p" R”~ R7R” ~

Obé sily za normalnich okolnosti klesaji s rozméry hvézdy. Rovnovaha se ustavi pfi rovnosti
obou sil. Styl poklesu obou sil je stejny pro koeficient

_4
/4 3
Diskutujme dva ptipady. Nejprve y> 4/3. Tlakova kiivka je strmé&j$i nez gravitacni.
F F
v >4/3 y<4/3
(tlakova strméjsi) (tlakova méné strma)
! | E
1 |
F tlak
o grav o ’
1 | | | | I
Lo Flak Lo Fgrav
1 | | | | 1
Ry-8r R, Rytér R Ry-dr R, Ry*dr R
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Jestlize hvézda zcela ndhodné zvétsi své rozméry, prevladne gravitacni sila a hvézdu opét
smrsti. Zmens$i-li hvézda své rozméry, prevladne tlakova sila a nafoukne hvézdu na pavodni
rozmér. Hvézda je stabilni a vykyvy v jejich rozmérech neohrozi jeji existenci.

V ptipadé y<4/3 je tomu jinak. Jestlize hvézda zcela ndhodné zvétsi své rozméry, prevladne
tlakova sila a bude hvézdu nadéle nutit zvétSovat rozméry. Hvézda bude nestabilni a
minimalné¢ odhodi obélku. Zmensi-li hvézda své rozméry, prevladne gravitacni sila a bude
nutit hvézdu ke kolapsu.

Poznamka: Material bilych trpasliki ma polytropni koeficient blizky 4/3. Polytropni koeficient se
ponékud méni s hmotnosti trpaslika. Pfi hmotnosti pfiblizné 1.44 Ms ma polytropni koeficient pravé

hodnotu 4/3 a pro vys$Si hmotnosti je bily trpaslik nestabilni. Této hranici se fika Chandrasekharova
mez.

m Vinova rovnice

Na klasickou vlnovou rovnici narazime v mnoha védnich odvétvich. Odpovida jednoduchym

vlnam bez disperze.
1 9?
A—-—— |y =0
L c? 8t2] '

Rovnice je linearni a kazdé jeji ,,rozumné“ feSeni je mozné zapsat pomoci Fourierovy
transformace jako superpozici rovinnych vin. Po dosazeni rovinné viny do vinové rovnice
ziskame disperzni relaci

Standardnim postupem uréime fazovou a grupovou rychlost:

1) ow
= : Vg =——=cC.
ok

Fazova i grupova rychlost je stejna a nezavisi na vlnové délce parcialni viny, coz je
charakteristické pro linearni disperzni relace typu o = ck.

m Kleinova-Gordonova rovnice

Kleinova-Gordonova rovnice je spravnou relativistickou rovnici pro volnou ¢éstici se spinem
rovnym nule

Jde o vInovou rovnici s konstantnim ¢lenem, kterd limitné ptechdzi v nerelativistickou
Schrédingerovu rovnici [2]. Rovnice je linedrni, jeji feSeni opét budeme chapat jako
superpozici rovinnych vin. Po provedeni Fourierovy transformace Kleinovy-Gordonovy
rovnice ziskame disperzni relaci

o® =ck? + cz,u2 .

Standardnim postupem uréime fazovou a grupovou rychlost:
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2 2,2
vf—2 e 1+ = ¢ 1+,uﬂ; ,
k k 4z
ow c c
Ug:a_: > 2,2
1+4 1+ﬂﬂ'2
k 4r

Na prvni pohled je ziejmé, ze grupova rychlost je vzdy podsvételna. Oproti tomu fazova
rychlost je vzdy nadsvételnd a nemé vyznam pienosu informace. Mezi obéma rychlostmi je

jednoduchy vztah vev, = ¢ . Obg rychlosti zdvisi na vinové délce parcialni viny (tzv.

disperze). Obdobné chovani budou mit plazmové viny diskutované v pfisti kapitole.

m Telegrafni rovnice

Naleznéme vinovou rovnici pro elektromagnetickou vinu Sifici se v kovu. V Maxwellovych
rovnicich dosadime za proudovou hustotu j = cE

divD = pQ ,
divB = 0,
rotH = 0'E+8—D,
ot
rotE = —a—B.
ot

Pokud aplikujeme na tfeti rovnici operaci divergence a za div D dosadime z prvni rovnice,
dostaneme

o
e L2, = = ~ pyexp| ——1 |.
o1 gPQ Po = Po p[ A }

Prostorova hustota naboje ve vodi¢i exponencidlné vymizi a nemusime ji proto uvazovat. Za
vychozi sadu Maxwellovych rovnic pro viny ve vodi¢i mizeme pouzit

divE = 0,

divB = 0,

E
rotB = 'IJO_E+8’U%’

rotE = —6—B.
ot
Aplikaci operace rotace na tfeti rovnici mizeme eliminovat elektrické pole
E
rotrotB = ourotE+&gu 8r§t ,
4
OB O°B
raddivB—-AB = —ou—-—csu———,
g H o1 H o
B °B
AB —o;ua——g,ua— =0.
ot or*
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Obdobné¢ muzeme ziskat i rovnici pro pole elektrické. Ve vodici spliuji elektromagnetické

viny tzv. telegrafni rovnici:
0 o* |(E
A-ou—-gu— =0
( OH o 'uﬁtz J(Bj : (4.41)

Po dosazeni rovinné viny (FT) ziskame disperzni relaci

w? =c%k? —iczo;ua).

Je-li vodivost nulova (o= 0), pfejde tato disperzni relace ve znamou disperzni relaci vin
v nevodivém prostiedi. Ve vodici je disperzni relace komplexni, coz obecné znamena utlum.
Utlum v prostoru: Hledejme nejprve prostorovy utlum (feseni v k):

c2k? = w? +ic20',ua) ~ icza,ua)

Vzhledem k vysoké vodivosti kovil jsme prvni ¢len na pravé stran¢ zanedbali. Tento vyraz jiz
snadno odmocnime. Nezapomeiite, ze i Y2 = (1+1)/2""%. Proto °
OU®
k=k +iky; ky =k, =252

2
Redlnd 1 imagindrni ¢ast vinového vektoru je stejné velikd (to je pro kovy typické).
V prostoru tedy bude mit vina charakter exp[ik;x — k»x]. VIna je tlumend s charakteristickou
vzdalenosti atlumu

§=t= |
ky CU®

Tuto vzdalenost (do které vina pronikne) nazyvame skinova hloubka.

Utlum v ¢ase: Hledejme nyni utlum v Case (feSeni v w). Disperzni relace je kvadraticka
rovnice pro @ s feSenim

—iczo;ui\/—c40'2y2 +4c%k?
2

D1y =

Uvédomime-li si, ze v diskriminantu je vodivostni ¢len dominantni (kov), zbyva jediné
nenulové feseni

w=—ic 20‘;1

Reseni ve frekvenci je ryze imaginarni

. 2

w=0)+io, ; =0, w,=-c"ou
a ma charakter atlumu
—iwt wyt —czowt

e =e"? =¢

s charakteristickou dobou utlumu
1 1
T=l—=—5—-.
Wyr| c ou

PovSimnéte si, ze pii dasledném dodrzeni znaménkové konvence (u prostoru +, u ¢asu —) ve
vinéni typu exp[i (kx — wf)] vysel utlum v Case i v prostoru.
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4.2. Plazmové oscilace a viny

Oblast vyplnéna plazmatem je schopna na zaklad¢ riznych vnéjSich podnétti prenaset mnoho
druhii vinéni. V této kapitole se budeme zabyvat nejjednodussSimi plazmovymi oscilacemi
a vlnami, které probihaji bez pritomnosti magnetického pole. Hybnou silou je pouze pole
elektrické, které tvoti vratnou silu a umoziuje periodicky pohyb. Pocate¢ni porucha zpiisobi
rozkmitani elektronové a iontové tekutiny na dvou charakteristickych frekvencich a souc¢asné
vznik globalniho elektrického pole. Elektronova tekutina je schopna oscilaci na podstatné
vyssich frekvencich nez iontova tekutina. Proto za vychozi soustavu rovnic nemiizeme vyuZzit
jednotekutinovy model, ale dvoutekutinovy model. Viskozni ¢leny zanedbame. Pro tento typ
vinéni plati Maxwellova rovnice rot E =0 (i pii nulovém magnetickém poli je mozna vina
elektrického pole), ze které bezprostiedné plyne kxSE =0. Proto plati OE ||k a vInéni je

podélné.

4.2.1 Odvozeni disperzni relace

Za vychozi soustavu rovnic budeme volit sadu

a”te + div(ngu,) =0,

6l’li .
E + le(Vliui) =0 ,

0
%+mene(ue ‘Vu, = -Vp, —en.E,

mene
(4.42)
8ui

mini E + mll’ll(ul V)lll = _Vpl + ZenlE .
JOE 1
Fini (Zenyu; —engu,),

0

Ve Vi

Pe =nekply, = Ceng® pi=nikgl; =Cin; .

Jde o rovnice kontinuity pro elektrony a ionty, pohybové rovnice s tlakovym a elektrickym
¢lenem, rovnici pro elektrické pole a polytropni stavové rovnice. Rovnice pro elektrické pole
je odvozena z Maxwellovy rovnice rot H = j+ dD/0t, ve které je magnetické pole nulové
a proudova hustota je vyjadiena ze vztahu (3.5). Uvazujeme Z nasobnou ionizaci plazmatu.
Uvedené rovnice budeme linearizovat, tj. provedeme perturbaci klidového feSeni:
Ne=Ngy +0N,; ny=n;5+0n;; U,=0U,; U;=0u;;
(4.43)
E=6E; p.=pe+0p.; Pi=pio+op;.

Po dosazeni do ptivodni sady a zanedbani ¢lent vys$sich fadi ziskdme:

85:‘6 +div(n ou,) =0,

% div(n;you;) =0
_ J’_ . )= ,
ot it !

m ”eoag% = -Vop, —eny oK,

(S
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aé'ui

00E e

_:——(Zni0§ui _neoaue)a

ot o
kT

5pe :mecgé‘ne; Cg = il >
me
JeT,

Sp; :miciz5ni ; Ciz SEALLR -
m.

1

Dalsi postup je piimocary. Snizime fad dosazenim poslednich dvou rovnic do ptedchozich
a provedeme Fourierovu transformaci:

—won, +ny(k-ou,)=0,
—a)5ni +ni0 (k'5ui)20,

) . 2
iomnggou, = ikmycion, +enyyoE,

iom;n;pou; = ikmicizé'ni — Zen;, oE ,

iwSE = = (Zn,you; — nyouy).
€0

Jde o soustavu 11 algebraickych rovnic pro jedendct neznamych on,, on;, ou,, ou;, OE .
Pokusime se snizit fad soustavy. Z tieti a Ctvrté rovnice vypoCteme ou,, ou; a dosadime do
zbyvajicich. Potom z posledni rovnice vypocteme SE (bude se vyskytovat na obou stranach
rovnice) a dosadime do zbyvajicich dvou. Ziskame vysledek

| (@~ 0p — )@ = ) — 032k’ |5, + | Zapecl Jom; = 0,

1
[E%d#k%+ﬁ#—¢fw@mkﬁﬁy%ﬁ#pm:m
kde jsme pro vzniklé kombinace veli¢in vyuzili bézné oznaleni pro rychlost zvuku
(u elektronit jde o formalni oznaceni, lidské ucho by zvuk neseny elektrony neslySelo)
a plazmovou frekvenci:

2 _ Yokl » _ ViksTi
Ce==2=, = : (4.44)
me m;
2 22
o = nepe” o= nyZ-e
= TR (4.45)

Ma-1i mit vznikla soustava nenulové feSeni, musi byt jeji determinant nulovy.

2 2 202 2,2 2 2,2 2 2 282 272 2 2,2
[(a) —Wpe — W@ — k™) — wpecck }[(a) — Wpe — O (O™ — k™) — wicik }—

2 2 2 2;4 _
—a)pea)picecik = O,

Vhodnym preskupenim ¢lenti ziskame disperzni relaci
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2
2 2N 2 2 2 2 2 2 2,2y 2 2 2,0 2 2
[ (0" —op N(@" — ) — a)pea)pi} [ (0" —ope —cok™ )@ — @ — k™) — a)pea)pi} =0,
ktera ma dvé zakladni vétve, prvni nezavisi na vilnovém vektoru (tzv. plazmové oscilace — viz
kapitola 4.2.2), druha zéavisi (plazmové viny — viz kapitola 4.2.3 a iontové viny — viz kapitola
4.2.4):

(@ - @)@ ~ ) ~ Oy | =0 | (4.46)
(@ ~wpe ~ )@ ~ 05~ k) — wpery | =0 | (4.47)

4.2.2 Plazmové oscilace

Po roznasobeni rovnice (4.46) ziskame nenulové feseni

2 2

_ 2
w —a)pe+a)pi.

Kvadrat plazmové frekvence elektrontl je o tii fady vyssi nez iontl. Druhy ¢len na pravé
stran¢ predstavuje jen nepatrnou korekci na hmotnost iontil a vétSinou se viibec neuvazuje.
Upravme pravou stranu (z diivodu kvazineutrality je n;q =n.,/Z)

2 722 2 72 2
2_ 2 2 NMe0® M4 € Tep€ Neps€ Neo€ Zm,
O = Wpe + Of; = + = + = 1+
me&g mi& me&y mi& me&y m;
2 2 Zme
O = Ope| 1+ . (4.48)
mj

Kdyby m¢ly ionty nekonecnou hmotnost, oscilace by probihaly pfesné na plazmové frekvenci
elektronti a ionty by se viibec nepohybovaly. Mizeme si predstavit, ze tekutina elektronti
osciluje na nehybném pozadi iontii. Druhy ¢len v zavorce je malou korekei na konecnou
hmotnost iontd. Plazmova frekvence elektronii je jednou z nejdualezitéjSich charakteristik
plazmatu. Plazma Casto reaguje na vnéj$i podnéty oscilacemi nebo vlnami na plazmové
frekvenci elektrontl, ktera se pro vétSinu druhti plazmatu pohybuje v radiové oblasti.

4.2.3 Plazmové viny
Vénujme se nyni druhé vétvi (4.47) disperzni relace. Realizujme nerovnost m, < m;
limitnim pfechodem m; — oo. Tim budeme sledovat vysokofrekvenéni ¢ast vin, pii kterych

se ionty nestihaji pohybovat a efektivné maji nekone¢nou hmotnost. Limitni ptechod déava

2

. 2
pi—>0, (& —0.

(0]

Z disperzni relace (4.47) zistane jen vztah

22 242 _
” —wp. —cck” =0,

ze kterého plyne disperzni relace plazmovych vin

o = a)f,e 4 cgk2 ;  Tesp. W=, /a)f,e -+ cgkz. (4.49)
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m Limita dlouhych vin k — 0
Pro A> Ap, je druhy clen v disperzni relaci zanedbatelny a jde o prosté oscilace na

plazmov¢ frekvenci elektronil

pe

m Limita kratkych vin k — «

Pro A < Ap, je prvni €len v disperzni relaci zanedbatelny a jde o lineérni zavislost
®=ck.

Smérnici zavislosti je ,;rychlost zvuku elektronti (pfiblizn¢€ tepelnd rychlost elektrontl).
Skute¢ny zvuk je samoziejmé nesen té¢zkymi ¢asticemi (ionty a neutrdly) a ma mnohem nizsi
frekvenci.

w
2
W
o
oV
o
W = Wpe W = Wpe
[
“r plazmové oscilace

W = Wpi

iontové oscilace

N .X
7 ¥
z

»

k

v oboru radiovych frekvenci). Disperzni relace (4.49) pfipousti jen feSeni

O> Wpe - (4.50)

Pfi nizSich frekvencich se vina neSifi. Je to patrné jak z disperzni relace pfimo, tak z pfilozeného
obrazku. Pro niz8i frekvence nez je plazmova poskytuje disperzni relace komplexni feSeni a vina je
tlumena.

Poznamka 2.: Druhy ¢&len v disperzni relaci (4.49) je dan tepelnym pohybem elektron. Kdyby
neexistoval tepelny pohyb, viny by se nesifily, Slo by jen o oscilace.

Poznamka 3.: Z disperzni relace (4.49) snadno spocteme fazovou a grupovou rychlost:

(4.51)
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Snadno nahlédneme, Ze pro fdzovou a grupovou rychlost plati vztahy:

. . — 2
U >¢Cq 5 Uy <Cq 3 Ul =Cg - (4.52)

elektromagnetickych vin v plazmatu. Naopak nizkofrekvenéni vétev popsana v nasledujici kapitole
pfejde v pfitomnosti magnetickych poli v komplex magnetoakustickych vin.

4.2.4 lontové viny
Realizujme nyni nerovnost m, < m; limitnim pfechodem m_, — 0. Elektrony s nulovou

hmotnosti se stanou jakymsi vSudypfitomnym zédpornym oblakem. Ionty maji nyni kone¢nou,
1 kdyZ velkou hmotnost. Budou oscilovat s velmi nizkymi frekvencemi na pozadi elektront.
Limitni pfechod znamena

w? —> 0 c?

ne < 0.

V disperzni relaci (4.47) zGstanou podstatné ¢leny
2 232\ 2 2 230 2 2
(_a)pe _cek o™ - Wpi =€ k=) — WpeWpi = 0

Relaci snadno vyteSime vzhledem w:

2 2
W5 @
1 [§
w? =a)§i +cizk2 -3 P I; 5
Wy +Cok
a po jednoduché uptavé dosatneme
2_ 2 2,2, 2 1
o =01+ cik oy, — ————— 4.53
1 1 1 .
P Lt ekt o), (4.53)

Mezi rychlosti zvuku (4.44), plazmovou frekvenci (4.45) a Debyeovou stinici vzdalenosti
(2.85) plati jednoduchy vztah ¢ é/ a)g = yalé, pomoci kterého se disperzni relace iontovych

vin nékdy upravuje do tvaru:

2_ 2 2 42 1
o =w|1 + yipikt - ———
pi i'Di 1_’_7/6/1]2)6]{2 (4.54)
m Limita dlouhych vin (k — 0)
V limité dlouhych vin upravime disperzni relaci (4.53) takto
2 2 2,2, 2 1 2 2,2, 2 2,2, 2
o = | l+ck?o; ——————— | = o5 |1+ k™o, —1+cok™ /o =
pi i pi 1+c§k2/a)f,e p1|: i pi e pe:|
2.2
a) .
a)zzcizk2 1+ glc—z
a)pe ¢

Vyuzijeme-li definici rychlosti zvuku (4.44), plazmové frekvenci (4.45) a kvazineutralitu
n;y = nyo/Z , dostaneme
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w? = cizk2 1+Z7/e_Te ;  resp. o = cik 1+Z7/e_Te_
vili 7T

Jde o zvukové viny Sifici se rychlosti

T
¢ =C f1+276—; .
7ili

Z disperzni relace (4.53) zbude pro kratké viny jediny ¢len

m Limita kratkych vin k — «

w* zcizkz ; resp. w=cik.

Jde opét o zvukové viny Sifici se rychlosti

S:ci .

Nizkofrekvenéni feseni jsou zvukové viny s malou zavislosti rychlosti na vinové délce.

4.2.5 Dalsi vlivy

m Pohyb prostredi

Plazmové oscilace a viny ovliviluje samoziejmée cela fada dalSich faktordi zde neprobiranych.
Pohybuje-li se prostiedi, v némz je generovana vlna, zméni se disperzni relace (4.47) na relaci

[(a;_k.uo)2 —a)ge —cgkz}[(a)—k-uo)z —a)f,i —cizkz} —a)ﬁea)f,i =0,

ktera v sob¢€ pfirozenym zptsobem zahrnuje Dopplertv posun frekvence.

m Srazky
V plazmatu mohou probihat srazky, které by se projevily srazkovym ¢lenem na pravé strané
pohybové rovnice. Srazkovy ¢len je umérny rychlosti a srazkové frekvenci v.Vzhledem

k tomu, ze plasmové oscilace elektronid jsou podélné, lze ucinit odhad vlivu srdzek na
oscilace jen v jedné dimenzi a bez nepodstatnych ¢lent (tlak, atd.):

on, 0
€+ —(nu,)=0,
ot Ox
mgh,—<=—enE —nmvu, ,
OE 1 enu
ot g

Po provedeni perturbaci a Fourierovy transformace ziskdme disperzni relaci. Bez srazkového

¢lenu ma tvar (jde asi o nejrychlejsi zptisob jak odvodit hodnotu plazmové frekvence)
2
2_ 2. 2 _ o€
pe > pe

e
1l

me&y

Se srazkovym ¢lenem dostaneme z podminky na nulovost determinantu
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2
. .V
a)2+1a)v—a)f,e:0 = w=—i—=* |0 —(—j .
2

Srazky zpusobuji Gtlum plazmovych oscilaci s koeficientem Gtlumu 6 =v/2 .

m Magnetické pole

Ptitomnost magnetického pole ovlivni zdsadné charakter vin. Vysokofrekven¢ni vétev piejde
v komplex anizotropnich elektromagnetickych vin (viz kapitola 4.4.) a nizkofrekvencni vétev
v komplex anizotropnich magnetoakustickych vin. (viz kapiztola 4.3.).

4.3. Magnetoakustické viny

V této kapitole si povSimneme nizkofrekvencnich vin generovanych pohybem iontl
v pfitomnosti magnetického pole. Samo magnetické pole vnasi do hry zcela novy prvek —
anizotropii. Dal$im ¢initelem ovliviiujicim charakter vin je samoziejmé elektricky naboj iontt
a vodivost prostiedi.

4.3.1 Odvozeni disperzni relace
Za vychozi sadu rovnic budeme uvazovat klasickou jednotekutinovou magnetohydrodyna-
miku:

op .
—+div(pu) = 0,
Py (pu)

2
pa—u+p(u-V)u = —Vp—VB—+L(B-V)B,

a—B:LAB+rot(uxB),

ot oy
p = p(p).
Difuzni ¢len v rovnici pro magnetické pole je zodpoveédny za utlum magnetoakustickych vin.

V piipad¢ vysoce vodivého plazmatu (o — ) je mozné tento Clen zanedbat a magneto-

akustické viny nebudou tlumené. Kdybychom tento ¢len v soustavé ponechali, poskytovala
by disperzni relace komplexni feSeni pro frekvenci a vinovy vektor a rovinna vlna by tak byla
exponencialné tlumena. Cela vychozi soustava je opét algebraicky uzaviena stavovou rovnici.

Postupujme nyni obdobné jako v minulém ptipad¢, tj provedeme perturbace klidového feSeni
pP=py+p; u=o0ou; B=B,+0B; p=py+op. (4.56)
Hledané teSeni (4.56) dosadime do soustavy (4.55), zanedbame kvadraty a vys$s$i mocniny

poruch a budeme piedpokladat poruchu ve tvaru rovinné viny. Vysledna linearizovana
algebraicka soustava rovnic je:

—wop+pgk-ou =0,

kop —poa)éu+L(B0-5B)k—L(BO-k)§B =0,
Ho Ho

(4.57)
kx(Byxou)—wéB = 0,

Sp-clop = 0; cfza—p.

op
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Jde o soustavu osmi rovnic (dvou skalarnich a dvou vektorovych) bez pravych stran.
Postupnou eliminaci proménnych je mozné nalézt jen rovnici pro rychlost (druha rovnice).
Nejprve dosadime za dp z posledni rovnice. Poté za dp z prvni rovnice a nakonec za OB ze
tfeti rovnice (upravime dvojny vektorovy soucin). Ziskame tak soustavu rovnic pro
perturbace rychlostniho pole

M-6u=0. (4.58)
Slozky symetrické matice M maji tvar
2 2 A 4 2,2
My =@ =(k-v,) |8+ Qv )k o + ko) = (03 +e2 )k sk
Tuto matici mizeme také zapsat v invariantnim tvaru

M:[a)z—(k-vA)z}l + (kv [k®vVy + v, ®K] - (u,i+c§) k®K.

Veli¢ina v, se nazyva Alfvénova rychlost a je definovéna jako
— BO

o \Ho Po .

Pro dopocet disperzni relace mizeme zvolit soufadnicovy systém. Osu z
volme ve sméru magnetického pole By (ve sméru Alfvénovy rychlosti).
Kolem této osy otocime soutradnicovy systém tak, aby vlnovy vektor
kbyl vroviné (x,z). Vtakto zvoleném soufadnicovem systtmu je p

By =(0,0,Bp), va=1(0,0,v4) a vlnovy vektor je k =(ksine, 0, kcos). 0

(4.59)

Uhel mezi vektory By a v4 je a. Pro tuto volbu méa matice M tvar:

o° —kzvi - cszk2 sin® & 0 - cszk2 sina cos o
M= 0 w* —kzv/i cos’ 0
- cszk2 sina cosa 0 w* — cszl’c2 cos’ a

Vzhledem k tomu, ze hleddme nenulové feseni soustavy (4.58), musi byt determinant matice
M nulovy. Z této podminky ziskame disperzni relaci magnetoakustickych vin

[a)z—(k.vA)zj-[a)“—kz(vi+csz)co2+cszk2(k-vA)2} =0 | (4.60)

Alfvénova rychlost mifi ve sméru magnetického pole By. Jiz na prvni pohled je vidét, ze
hranaté zavorce nulovy, ziskdme jeden z modu, tzv. Alfvénovu vinu (A). Bude-li nulovy vyraz
v druhé hranaté zévorce, ziskame snadno feSitelnou bikvadratickou rovnici pro thlovou
frekvenci. Jeji feSeni poskytuje dalsi dva mody magnetoakustickych vin, tzv. pomalou vinu (S,
Slow) a rychlou vinu (F, Fast). Disperzni relace jednotlivych moda ziejmé jsou (o je thel
mezi vinovym vektorem a magnetickym polem resp. Alfvénovou rychlosti):

w* = vikzcosza,

2 _ Lo 2_12\/2 2V 422 2

" = Ek (Cs +UA> Ek (Cs +vA) dcgvy cos” a, (4.61)
2 _1,o0n Loofia 2V 422 2

0 = Ek (cs +vA) + Ek (cs +UA) —4civy cos” a .
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Poznamenejme, Ze v nékteré literatufe se Alfvénovymi vlnami nazyvaji vSechny tfi zde
zavedené mody magnetoakustickych vin. V klasické zvukové vin€¢ dochézi k prelévani
hustoty energie mezi chaotickou (tlakovou, p) &asti energie a usporadanou (kinetickou, pv?/2)
Casti energie. V magnetoakustické vIin€ je rovnocennym partnerem jeSté hustota energie
magnetického pole (magneticky tlak, pm = B*/2uo). Polozime-li sob& rovny hustotu kinetické
energie a magneticky tlak, ziskdme hodnotu Alfvénovy rychlosti:

1 , 1B B

—pv° = —— = .

2 2 pg HoP

4.3.2 Vinoplochy magnetoakustickych vin

Z disperznich relaci (35) snadno uré¢ime fazové rychlosti Sifeni jednotlivych modu:

vip = vicos’a,

2
vgf %(cs2 +U[i) - %\/(csz +vi) —4cszvi cos’a , (4.62)

2 _ L2 9 l\/ 2 2)2 422 2
Vpp = 2(Cs +vA) + > (Cs + U, deivp cosTa.
Naleznéme nyni tyto rychlosti ve sméru magnetického pole B, (o =0):
a=0= Uaf =U4 » Ugr =min(vy,cy), Upr =max(v,cy).  (4.63)

Féazové rychlost Alfvénovy viny je rovna Alfvénove rychlosti. Pomald magnetoakusticka vina
ziskd ve sméru pole mensi z obou zdkladnich rychlosti (rychlosti zvuku a Alfvénovy
rychlosti) a rychld vlna se bude Sifit vétsi z obou rychlosti. Ve sméru kolmém na ptivodni
magnetické pole (a = 7/2) jsou rychlosti Sifeni:

T
0{:5 = UAfZO, Usf:O, va: Ui+csz. (464)
Ve sméru kolmém na pole se §iti jediné G

rychla magnetoakusticka vlna. Situace je
dobfe patrnd na poldrnim diagramu
zavislosti fazové rychlosti vSech tii modu.
Pii zmenSujicim se magnetickém poli se
vinoplochy Alfvénovy a pomalé magneto-
akustické vlny zmensuji a vlnoplocha
rychlé magnetoakustické viny se stava
»obycejnou”“ zvukovou vlnoplo-chou.
Magnetické pole vnasi do Sifeni zvuku p
anizotropii. Chovani  vlnoploch  pfi 0
ruznych hodnotach pole si vyzkousejte
v apletech na serveru www.aldebaran.cz.
Tvar vlnoploch resp. polarni diagram

-

+
mQ.\)

P L
il I e e

S

fazové rychlosti pro rizné hodnoty Slabé pole (V< ¢)
magnetick}'/ch pOH si prohlédnéte na Rychla vina prechazi ve zvukovou,
obrazcich.

ostatni mody se zmenSuji
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Magneticky tlak roven kinetickému (va = ¢s) Silné pole (VA > ¢s)

4.3.3 Sméry vektoru v magnetoakustickych vinach

Chceme-li zkoumat sméry jednotlivych poruch u konkrétniho modu, musime dosadit
ptislusnou disperzni relaci do pivodni linearizované soustavy (4.57). Volba soutfadnicového
systému zastavd zachovana. Ze soustavy rovnic (4.57) nalezneme vzajemné sméry
jednotlivych vektorti. Ukazuje se, ze magnetoakustické viny jsou smésici podélnych
1 pticnych vin. Pov§imnéme si nyni, z Siroké skaly moznosti, tii zajimavych konfiguraci.

Alfvénova vlna. Alfvénliv modd je nejjednodussi ze tii %
nalezenych disperznich relaci. Ze soustavy rovnic (4.57) 153 I or
snadno uréime, Ze plazma kmitd napfi¢ magnetickému poli i X
sméru Sifeni a jde tedy o vinu pfi¢nou. Porucha magnetického
pole je kolmd na plvodni magnetické pole. To zplsobuje
rozvlnéni magnetickych silokfivek podle obrazku. Je-li pole
orientovdno ve sméru treti osy, ma disperzni relace
jednoduchy tvar @ = vak cosa = vaks a grupova rychlost je
rovna v=(0, 0,0, vs). Energie se v Alfvénové vIn¢ §ifi jen
podél magnetického pole By a to Alfvénovou rychlosti.

Kompresni vina. V rychlé magnetoakustické ving je

Y S oer —» pii sméru Sifeni kolmém na magnetické pole (k L By)

OB or Kk x Dborucha pole rovnobézna spolem pivodnim. Tim

vznikd vlna hustSich a fidSich oblasti magnetickych

silokfivek, kterou nazyvame kompresni vlna. Plazma

B kmita podél sméru Siteni vin k (kolmo na pole By).
Jde proto o podélnou vinu. Vinéni je velmi podobné

B =B,+0B ,»obycejnému® zvuku. Roli pruzného prostfedi vSak

prebira nejenom hydrostaticky tlak p, ale i magnetic-
ky tlak pm=B*2uo. Rychlost vln je ddna ob&ma vlivy a ma hodnotu ve=(cs+va?)"
Kompresni vina se n¢kdy nazyva kompresni Alfvénova podélna vina.

Klasicka zvukova vlna. Ve sméru magnetického pole y S
By se bud’ rychlad nebo pomalé vina §ifi rychlosti zvuku or Kk
¢s (podle velikosti magnetického pole). Plazma kmité ! X

podél sméru Sifeni aneni ovlivnéno piitomnosti
S .y . B,
magnetického pole. Porucha magnetického pole je
nulova. 7z B=B,
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4.4. Elektromagnetické viny

Elektromagnetické viny §ifici se plazmatem interaguji pfedev§im s malo hmotnymi elektrony.
Ionty nemohou vysokofrekvenéni déje sledovat. V elektromagnetické vin€ bude vzdy platit

divB=0 -  SBLKk,

wotE=-2 - sBLSE. (%.63)
ot

Konstantni magnetické pole By zptisobuje anizotropii v §ifeni vin, viny se $iti jinak podél pole
By a jinak ve sméru pole By. Podobn¢ jako u krystali nalezneme v plazmatu radnou
a mimoradnou vinu, budeme-li viny sledovat kolmo na smér pole. Tytéz viny se ale podél
pole budou jevit jako smésice levotocivych a pravotoci- B
vych modi. K projevim plazmatu patii také nékolik AN 0
sekund trvajici nizkofrekvenéni zablesky vznikajici jako AANANANANAN

doprovodné efekty bleskii a Sifici se podél zemského A~ A~AAAALY

magnetického pole, tzv. hvizdy. Velmi zajimava je také A~ ~ A~~~y

otazka reakce materidlu na vysokofrekvencni viny
a vypocet permitivity plazmatu.

4.4.1 Odvozeni disperzni relace

Za vychozi rovnice budeme volit rovnici kontinuity pro elektrony, pohybovou rovnici pro
elektrony, a Maxwellovy rovnice pro ¢asovy vyvoj elektrického a magnetického pole. Casovy
vyvoj elektrického pole (Maxwelltiv posuvny proud) nelze vzhledem k frekvenci déju
zanedbat. VSude uvazujeme limitu m; — o; p — 0, tj. pro Sifeni elektromagnetickych vin
plazmatem zanedbavame pohyb iontl a tepelné dé&je v plazmatu (chladné plazma):

on .
8te +div(n.u,)=0,

0
mgn %+mene(ue ‘V)u, =—enE + jxB,
t

€ c
(4.606)
a—B =—rotE,
ot
a_Ez 1 rotB—i; j=—eneue.
ot &gty o
Standardnim postupem provedeme linearizaci
n,=ng+on,, u, =ou,, B=B,+JB, E=0E. (4.67)

a Fourierovu transformaci soustavy (4.66). Perturbace koncentrace se nikde nevyskytuje
aproto je mozné rovnici kontinuity vynechat. Za proudovou hustotu vSude dosadime
z posledni rovnice:

Su, =—i——5E —i—— Su,xB,,
M@ M@
oB= 1 kxJE, (4.68)
@
1 eng
SE=—i kxSB +i—3du, .
oMo &y
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Zaved’'me standardni oznaceni

B
2o L 2= 5= (4.69)

’ p
EoHo M€ Me

pro rychlost svétla, plazmovou frekvenci a cyklotronni frekvenci a dale zaved'me jednotkovy
vektor ve sméru magnetického pole

=0 (4.70)

V soustavé (4.68) budeme eliminovat proménné, z druhé rovnice dosadime za OB do
ostatnich rovnic:

Su, =—i——E —i % su xp,
m,@ w
c2 en,
5E=—i—2kx(kx5E)+i—5ue.
o Eo®

V dal$im kroku vypocteme z druhé rovnice poruchu rychlostniho pole a dosadime do rovnice
prvni (vyjadiime dvojné vektorové souciny). Ziskame tak samostatnou rovnici pro poruchu
elektrického pole:

(@ - &2 — kD) SE +i2 (0 - PkPSEX B+ P (k-SE)K + i (k-SE)kx =0
w w

Zvolime-li soufadnicovy systém stejny jako v minulé Kkapitole:
B, =(0,0,B,), a vlnovy vektor k = (ksine, 0, kcosa), ziska rovnice

pro poruchu elektrického pole jednoduchy tvar

Mg 0E=0 (4.71)
s matici Mg ve tvaru
. @ .
w* - a)g —*k*cos’ o, i —C(a)Q— chz) , *k? cosa sina,
w

Mg =| —i —C(a)2 —c%k? cos® a), w° —a)§ —%k? , — ik cosasina ,

w @
c’k? cosa sina , 0, w? - a)lf — %k sin’ .

Pro netrividlni feSeni musi byt determinant této matice rovny nule, coz vede na disperzni
relaci

2
¢kt cos? asin? & [(a)2 = a)f, - czkz) = %(wz - Csz)] +

+ (07 —a < sin® @) x[ (0 0 < cos® @)@~y —7K7) — |0

2
@ 2 222Y( 2 _ 272 an2
- w—cz(a) —c*k*)(@w* - c*k* cos a)]zO.
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4.4.2 Komplex elektromagnetickych vin, CMA diagram
U elektromagnetickych vin je velmi Casto dilezity index lomu dany vztahem

N:iz ¢ —%

—=—. 4.73
vy ok o *.73)

Disperzni relaci byva proto nékdy vyhodné fesit vzhledem k ck resp. ck/w. Vysledny index
lomu je potom funkci thlové frekvence

ck(w)

N(w) = (4.74)

Index lomu zavisi samoziejmé 1 na koncentraci (prostfednictvim plazmové frekvence) a na
magnetickém poli (peostfednictvim cyklotronni frekvence). Zajimavé jsou limitni situace,
kdy index lomu je nekone¢ny (tzv. rezonance) nebo nulovy (tzv. cut-off, mezni frekvence za
kterou se vlna nesiii):

rezonance: N —>o© (vy >0); (4.75)

mezni frekvence: N—->0 (vp > ). (4.76)

I. VLNY SiRiCi SE PODEL POLE By (a = 0)
Pro a = 0 z disperzni relace mame
(2 2)(2 2 22)2 0).32(2 2,2\ | _
O N0) o —w, —ck” | —— (0" -k =0. (4.77)

p a)2

Reseni vzhledem k @ ma tfi zdkladni mody. Prvni mod ziskame vynulovanim levé zavorky,
jde o plazmové oscilace elektronii na plazmové frekvenci. Tentokrat nevysla oprava na
hmotnost iontl, protoze je povazujeme za nekone¢né¢ hmotné. Vynulovanim pravé zavorky
ziskame dal$i dva mody, tzv. R a L viny.

m RalLlviny

Disperzni relaci ziskdme z rovnosti

(a)z _ ol —c2k2)2

N1 L2}

b —w—(w2—02k2)2 =0,

(4

ze které nejprve vypocteme kombinaci w? -k (vyskytuje se v obou zavorkach). Z ni poté
. 2,2
uréime ¢k

2
2.2 2 &y
k=0 ——— 4.78
lto. /o (4.78)
Pro index lomu mame
2 1 a)é/a)2
LR = 1"77 4.79
ltw, /@ (4.79)

Po dosazeni ¢*4” z disperzni relace (4.78) do linearizované rovnice (4.71) pro elektrické pole
zjistime, Ze
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SE,=+idE;; SE,=0. (4.80)

Imaginarni jednotka znamend vzajemny fazovy posun sloZek E a E, o 71/2, tj. (podobné jako
u skladani dvou fazové posunutych kolmych kmit). Jde o levotoCivé a pravotociveé
polarizovanou kruhovou vinu, tzv. L vinu (Left, horni znaménko) a R vlnu. (Right, dolni
znaménko). Porucha elektrického pole je kolma na zakladni magnetické pole, JE L B, .

Y

OE,

PravotocCivost a levotocivost posuzujeme podle vektoru elektrického pole pii pohledu ve
sméru magnetického pole By. Ur¢eme nyni rezonan¢ni a mezni frekvence:

Cyklotronni rezonance. Situace N — oo nastane jen pro R vlnu pfi frekvenci

0=, . (4.81)
Vlna absorbovéana na frekvenci Larmorova pohybu elektronti. L vina rezonanci nepodléha
(toci se opacné nez je ptirozeny pohyb elektront kolem magnetického pole).

Mezni frekvence (prava a leva). Situace N — 0 odpovida odrazu vin, resp. hranici $ifeni vin
a nastava pro tzv. levou a pravou mezni frekvenci:

_1 175 2
® =00y g E+Ea)c+5 o; +40, . (4.82)

Pii feSeni kvadratické rovnice bylo pouzito pfed diskriminantem jen znaménko “+”, aby
vysledna frekvence byla kladna. VeSkeré mozné kombinace jsou zastoupeny a zadné feseni se
neztrati. Moznosti Sifeni R a L vIn jsou na nasledujicich grafech:

2
N ~v? L

f
NE

2 2
l/NR ~Uf R

Ne
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Il. VLNY $iRiCi SE KOLMO NA POLE By (a = 17/ 2)

Pro a = /2 z disperzni relace (4.72) mame

(0)2 —a)g —(:2k2)~[(a)2 —a)]f)(a)2 —a)g —czkz) - a)cz(a)2 —czkz)] =0. (4.83)

m Radna vina (0)

Anulovanim prvni zavorky ziskame 7ddnou vinu (O vinu — Ordinary Wave):

2

o® =)+ |, (4.84)

TN

Pro index lomu fadné viny z této disperzni relace odvodime

272 2

2 ¢k nye

NG = =1-— = l-——"— | (4.85)
W W MoE )@

Index lomu je frekvenéné zavisly, rizné frekvence elektromagnetické viny se $ifi riznou
rychlosti. Na vztahu (4.85) pro index lomu jsou zalozeny rtzné diagnostické metody pro
plazma, napfiklad Schlierova fotografie, pfi které se zobrazujé gradienty indexu lomu.
V experimentalni fyzice se ¢asto vyuZziva zjednoduseny vztah (plati pro @ > o)

2 2
Ng = [1-—L0¢ ;=1 (4.86)
m.€ow 2mq&y@

Rovnice (4.84) resp. (4.85) je zakladni disperzni relaci pro Sifeni elektromagnetické viny
plazmatem. Uhlova frekvence a vinovy vektor budou realna &isla pro o> @p.

1) Sireni neni ovlivnéno magnetickym polem.
2) Radnd vina mad kmitajici poruchu elektrického pole kolmou na pivodni magnetické
pole, 0E 1 B,,.

3) Pro frekvence vyssi nez plazmova frekvence je plazma pro elektromagnetické viny
., prihledné .

Pro @ < w, dochézi k Gtlumu vinéni (komplexni &, @), vina se nesifi. Dochézi k rozkmitani
elektronti a absorpci vinéni.

Rezonance. Pro fadnou vinu nedochézi k zddnym rezonancim (N — ).

Mezni frekvence (plazmova). Mezni frekvenci (N — 0) je plazmova frekvence elektronll .

2 2
I/NON Uf 0)

NE
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m Mimoradna vina (X)

Anulovanim druhé zavorky v (4.83) =ziskdme disperzni relaci mimofadné viny
(X vlny — eXtraordinary Wave).

(a)z—a)g)(coz—a)g—czkz)—a)g(a)z—czkz)=0 . (4.87)

v ’ . 2 242 v 7 212 ’ = . vz r
Po vypocteni kombinace w"—c"k” ur€ime ¢k a nasledné index lomu mimotadné viny:

(@] @) 1-(@,/®)” |

1-(0,/ 0)* (0, )

2
NZ=1 (4.88)

Standardni limitni situace nastavaji pro

Now =0 =  0=0,=.0)+o] . (4.89)

1 1
N -0 (v; — ) = w:wL,Rz¢5wc+?/w§+4a)§. (4.90)

Horni hybridni rezonance. K rezonanci dochazi pro tzv. horni hybridni frekvenci wy, pfi
které¢ vlna nepostupuje, porucha magnetického pole je nulova a jde o Cisté elektrostatické
oscilace elektronll na horni hybridni frekveci (v, = 0). Jde o zobecnéni plazmovych oscilaci,
které jsou vyvolany elektromagnetickou vinou. Vratnou silou je kromé Coulombovy sily jesté
Lorentzova sila (Larmorova gyrace kolem By), proto je frekvence vys$i nez u dcistych
plazmovych oscilaci bez magnetického pole. Pfi nenulové teploté elektronii se tyto oscilace
zacnou §ifit jako viny.

-----

tzv. dolni hybridni frekvenci oy = (a)cia)ce)l/ 2. Ta ale z nasf disperzni relace nevyjde, protoze

jsme pohyb iontll zanedbali.

Mezni frekvence (prava a leva). K odraziim dochazi pro mezni pravou a levou frekvenci
@R, Mimofadna vilna se §ifi v intervalu frekvenci w € (@ , ) U (@R ,©).

|-

2 2
l/NX~ Uf

) ®, R )
1) Xvina se nesiri v oblastech (0,01 )V (wy,,oR) -
2) Xvina je dominantné ovlivnéna pritomnosti magnetického pole By.

3) Kmitajici porucha elektrického pole je rovnobézna s magnetickym polem OE || B

V pftipadé obecného sméru viny vzhledem k magnetickému poli By je Sifeni elektromagne-

tické viny popsano obecnou disperzni relaci (4.72). Poznamenejme, ze na rezonan¢nich
frekvencich je elektromagnetickd vlna pohlcovana, coz vede k ohievu plazmatu. Takovy
dodate¢ny ohtev elektromagnetickymi vinami vhodnych frekvenci je vyuzivan u tokamaki.
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Tvary vlnoploch (polarni diagramy fazové rychlosti) se =zakresluji do tzv. CMA
(Phillip C. Clemmow & R. F. Mullaly — 1955, W. P. Allis — 1959) diagramu, kde na osach je
magnetické pole a koncentrace plazmatu. Vlnoplochy se skokem méni na hranicich oblasti,

kde je index lomu riznych typt vin (L, R, O, X) nulovy nebo nekonecny.

w,/o ~ B

m;/me
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Np =00 cyklotronni iontova rezonance =0,
Ng = 0 cyklotronni elektronova rezonance | w=w,,

horni hybridni rezonance = oy
Nx =0 . 1

dolni hybridni rezonance =00y
N.=0 mezni frekvence L vin w=0;
Ne=0 mezni frekvence R vin o=y
No=0 mezni frekvence O vin 0=,

4.4.3 Stixovy koeficienty

Obecna disperzni relace @(w, k) =0 se bud’ fesi vzhledem k frekvenci w, nebo vzhledem
k vinovému vektoru k. Nékdy je také uzitetné z disperzni relace vypocitat index lomu
N = ck/lw. Vyhody jsou zjevné: index lomu je bezrozmérné ¢islo a disperzni relace v tomto
tvaru nezéavisi na volb¢ jednotek; rezonancni a mezni frekvence Ize snadno najit jako limity
N — oo, resp. N — 0. V literatufe se pro kvadraty indexti lomu pouziva Casto oznaceni

2, 2 2, 2
O] o’/ @
R=Ng=1-—F—— [=Nl=1-—P—;
l-w./o I+, /o
491
2 @, 2 Ng Nt 5
P=N§=1-—L; X=Ny=—3RL
@ (Ng +Np)/2
Pro vice tekutin se s¢ita pres vSechny komponenty plazmatu
2, 2
., /o
N3 =1- e
o l-w.,/o
2 2
;o
Nf=1-Y 2% —; (4.92)
—l+ao.,/o
2
2 _ “p
No=1-) —=.
v @
Je také vyhodné zavést symetrickou a antisymetrickou ¢ast kvadrat indexti Nk a Ny:
_ 1 . _ 1
S=S(R+L); D=_(R-1)|. (4.93)
Veli¢inu X lze pak jednoduse zapsat
X =RL/S|. (4.94)

Koeficienty S, D, P a X se nazyvaji Stixovy koeficienty. Jsou pojmenované podle amerického
plazmového fyzika Thomase Howarda Stixe (1924-2001), ktery je zavedl v roce 1962. Na
grafech disperznich relaci z ptedchozi kapitoly je na svislé ose vzdy pievracend hodnota
ptislusného Stixova koeficientu, ktera je umérna kvadratu fazové rychlosti.
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4.4.4 Faradayova rotace

Uvazujme linedrné polarizovanou vinu S$ifici se chladnym plazmatem ve sméru
magnetickéhop pole. Linearn¢ polarizovanou vinu mizeme vytvofit sloZzenim pravotocivé
a levotocivé viny se stejnou amplitudou. V geometrii pouzivané v této kapitole (magnetické
pole mifi v ose z) pro kruhové polarizované viny mame:

EL — EO ei(kLZ—a)t)(e +ie )’
” Y (4.95)
Ep =Eo e’ "R e —je ).

Slozku E), jsme zapsali ve shod€ se vztahem (4.80). Nyni budeme zkoumat pohyb linedrné¢
polarizované viny ve sméru pole. Kazdou linedrné¢ polarizovanou vinu miizeme zapsat jako
superpozici kruhové polarizovanych vin:

E=E_ +Ey = Ege [eikLZ(ex rie,)+e R (e, —iey)} . (4.96)

Pokud by oba vlnové vektory ki, kr byly stejné, y-ové slozky se vyrusi a ziistane linearné
polarizovana vlna v roviné (zx). V plazmatu se ovSem vlnovy vektor levotocivé a pravotoCivé
viny nepatrné 1i$i, coZ vede ke staceni polarizace elektromagnetické viny. Tento jev se nazyva
Faradayova rotace a byl objeven Michaelem Faradayem (1791-1867) v roce 1845.

Pro vlnové vektory podle (4.78) mame

) a)lg/a)2
’ c ltw,/w

V limit& vysokych frekvenci @ > o, @, 1ze psat

2, 2 2 2
1 o./o w N7

c 2(ltew, /@) | c 20 20
neboli
@ o} kg —k, 10 o
ki g ckTAk;  k=—[1-—2|; Ak="R “L___P_ % (4.97)
’ c 2(02 2 2w ¢

Po dosazeni (4.97) do (4.96) mame

E=E; +E; =E, g(kz=at) [e_iAkZ(ex +iey)+e+iAkZ(ex —iey)] ,
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neboli
E=2Ee "™ [cos(Akz)e, +sin(Akz)e,, |.

Je ziejmé, ze odliSnost obou vektorii bude zplusobovat stoeni polarizacni roviny na
vzdalenosti dz

99 _ sk
dz

Po integraci mame pro stoceni na celkové vzdalenosti d

3

d
e 1
P=@0y+——— | n.(2)By(z)dz
0 28007’1’13 0)2'([ € 0 . (498)

Pro konstantni koncentraci i pole mame jednoduchy vztah

e’ 1

Ap=—2——n Byd 4
280()7’1’13 a)z e~0%|. ( 99)

V astronomii jsou typickym zdrojem radiovych emisi vysoce polarizovaného svétla pulzary
objevené v roce 1967. Z méfeni zmény uhlu polarizace pulzaru se znamou frekvenci 1ze urcit
integral ze soucinu koncentrace elektronil a podélného galaktického magnetického pole podél
usecky spojujici pulzar a Zemi.

Obdobny jev také probihd v pruhlednych dielektrikdch (véetné kapalnych) v silném
magnetickém poli. V diamagnetickém materidlu plati experimentalni vztah

Ap="71Byd, (4.100)

kde 7 je tzv. Verdetova konstanta, jejiz hodnota zdvisi na konkrétnim materialu. Kladna
hodnota znamena staceni proti sméru hodinovych ruci¢ek (pii pohledu podél magnetického
pole), zapornd ve sméru hodinovych ruci¢ek. Krystaly terbium galiového granatu (TGG)
vyuzivaného jako opticky izolator maji Verdetovu konstantu az # ~—40rad T 'm ™.

4.4.5 Hvizdy (whistlers)

Hvizdy vznikaji jako doprovodné efekty bleskli v dolnich vrstvach atmosféry. Jde
o elektromagnetické viny s frekvencemi v rozsahu 300 Hz az 30 kHz, jejichz energie se $iti
pfiblizn¢ ve sméru silokiivek zemského magnetického pole. Hvizdy byly objeveny
Barkhausenem vroce 1919. Jde o modifikaci R vin s nenulovym uhlem mezi smérem
magnetického pole Zemé a Siteni. Disperzni relace hvizdil je obdobna relaci R vin:

o0’ =’k +—2 (4.101)
a)C
l1-—*cosa
1)
Pro vétSinu hvizdi je frekvence vin podstatné nizsi nez cyklotronni frekvence (o < @, ) a lze
pouzit jednodussi aproximaci (zanedbame jednotku ve jmenovateli):

(02(0

0’ =c?k?-——2 (4.102)
W, cosa
Pro velmi nizké frekvence lze zanedbat i kvadrat frekvence na levé strané a ziskat jesté
jednodussi aproximaci pro nizkofrekvencni hvizdy:
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22
w(k,a) =

5@ COSa . (4.103)

@p
Urceme nyni fdzovou a grupovou rychlost v¢etné jejich sméra (thel a je odklon k vektoru od
magnetického pole, thel B odklon grupové rychlosti od magnetického pole):

y
X
Pro fazovou rychlost mame
Vi =Ug€ s
o 2k (4.104)
Ug :;=w—gwccosa.

Slozky grupové rychlosti ur¢ime ze vztahu pro sféricky gradient v k prostoru
ow low 1 Ow
= +

V,=—¢; +———e —e,. 4.105
£ ok ¥ koa * ksinaodp ? (4.105)
Po derivovani mame pro jednotlivé slozky
c’k
Vgk =2— @ cosa,
1)
p
2
» =—¥ o, sina, (4.106)
1)
p
Vo =0.

I z rozkladu na obrazku je patrné, Ze slozka a mifi proti sméru rostouciho thlu « a je zaporna.
Pro odklon grupové rychosti od fazové je z obrazku ziejmé, ze plati

v
te(a— )=~ 22
ng

Po dosazeni z (4.106) mame
1
tg(a—p) :Etga .

Z této rovnice ur¢ime thel S odklonu grupové rychlosti od magnetického pole

) sin(a—f) sina
cos(a—p3)  cosa

2sinacos,6’—cosasinﬂ _sina

cosacosf+sinasin S cosa
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sinacosa sin2a
p =arctan| ———— |=arctan| ——— |.

1+cos’ & 3+cos2a

Najdéme nyni maximalni hodnotu f (staci polozit derivaci argumentu podle a rovnou nule,
vyjde cos 2a = —1/3, sin 2a = (8/9)"*

Proan = arotg 277 [=19229" (4.107)
Maximdlni odklon Sifeni energie nizkofrekvencnich hvizdi od sméru magnetického pole
Zemé je 19°29°. Smér §ifeni vin je pii tomto nejveétsim odklonu o = 54°44° (20 =109°28”).

Naleznéme nyni rychlost Sifeni energie v zavislosti na frekvenci. Do vztaht (4.106) dosadime
za vlnovy vektor z disperzni relace(4.103):

2c c @, .
Ugk =— /@, cOS w"?; Vgg =——— ¢ sin’a 0"’ (4.108)

a)p a)p cosSa

Obeé slozky jsou amémé v . Vzhledem k malému thlu Sifeni je vy, < vy . Hvizd se od

mista tderu blesku $ifi podél magnetické silokiivky zemského pole. Vyssi frekvence se Sifi
vys$i rychlosti a proto k pozorovateli dolétnou diive. Hvizd trva fadové sekundy a postupné
k mistu pozorovani pfichdzeji nizsi a nizsi frekvence. Vzhledem k nizké frekvenci je mozné
zaznamenané¢ zmény elektrického pole pifivést na reproduktor a slySet jako zvukovou
nahravku. Hvizdy se podél silokiivek zemského pole Siti od pdlu k polu a ne€kolikrat se
1 odrazi. Za boutkové Cinnosti jsou pravdépodobné zodpovédné za urychleni elektronii na
relativistické rychlosti.

Typicky hvizd s postupné se sniZujici frekvenci. NASA, 2001.
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4.4.6 Tenzor permitivity pro elektromagnetické viny v plazmatu

Pti vysokych frekvencich a v pfitomnosti magnetického pole se plazma chova zcela jinak nez
bézné vodivé prostiedi. Proto uréime tenzor permitivity pro na§ piipad chladného
elektronového plazmatu s polem Bj. Uréeme nyni indukci elektrického pole v plazmatu
reagujicim na vysokofrekven¢ni vinu:

SD = £,0E + 6P = £,0F —en,5x, = £,0E + ¢ 5u, . (4.109)
110]

K ptevodu poloh na rychlostni pole jsme vyuzili integraci pfislusné rovinné Fourierovy
komponenty. Perturbaci rychlostniho pole musime urcit z pohybové rovnice pro elektrony,
nejlépe v perturbovaném tvaru po Fourierové transformaci (4.68):

e e
OE —i

m.o m.@

=—1 ou,xB.

Rovnici zapiSeme ve slozkach a vypocteme poruchu rychlostniho pole elektronti:

5uk:_ Le 5Ek_ Le 8k1m§MlBOm =
me@ mee
[5k1+i&8k1mﬂm)§ul:_ Sy
@ me@
Rovnice pro rychlost ma jednoduchy maticovy tvar
MSu=-——5E;
me@
I ieoJe 0 ). (4.110)
M=|-io /o 1 0
0 0 1

K urceni poruchy rychlostniho pole postac¢i najit inverzni matici k matici M. Porucha indukce
elektrického pole potom podle (4.109) bude

2
] 0]

D = 5B+ Su, = £(SE+= (iMléE]Wo(l—ZMIJ&E.
1w 0] me@ @

Hledany tenzor permitivity proto je
- a)g -1
e=¢g|1-—M : (4.111)
10,

Poslednim krokem tedy bude urCeni inverzni matice k matici M. MizZeme pouzit jakoukoli
standardni metodu (Gaussovu eliminaci, vypocet pfes subdeterminanty). V tomto textu
vyuzijeme metodu spektralniho rozvoje vyuzivanou v kvantové teorii (viz [2]). UrCime
vlastni €isla, vlastni vektory a ptislusné projekéni operatory matice M, tedy nejprve vyteSime
ulohu

M]n)=2,|n),

ktera ma tii feSeni:
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/11 :1,
12 :1—&,
@
2/3 :1+&,
0]
Pro inverzni matici plati
M‘1=i1>1+ipz+i1>3 -1
A Ay A3 2

Linearni viny v plazmatu

Po dosazeni do (4.111) ziskame vysledny tenzor permitivity

€=

0 0 00
|)=| 0|, P=l0 0 0
1 0 0 1
—i 1 -i 0
2= 1] P=gli 1 o0);
0 0 0 O
+i 1 i 0
13)=| 1 |, P3—% -i 1 0.
0 0 00
1 N | R
l~o./0 l1+o,/o’ lto. /o0 1-o/o0’
A 1 N r
l~o/0 l+o/0 l-o/o l+o/o’
0; 0; 2.
S —-iD 0
&iD § 0 (4.112)
0 0o P

Tenzor permitivity je zjevné anizotropni, ma nediagondlni prvky a prvek na diagonale
odpovidajici sméru magnetického pole (P) je jiny nez ve zbyvajicich smérech (S). Tenzor

permitivity je navic komplexni.
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5. NEKTERE NESTABILITY V PLAZMATU

5.1 Neomezené chladné plazma

5.1.1 Zakladni pojmy
Ve vétsiné pripadii ziskdme disperzni relaci v implicitnim tvaru
#(0,k)=0 (5.1)

a zajima nas, kdy je feSeni w(k) nebo k(w) komplexni, nebot’ komplexni tthlova frekvence ¢i
vlnovy vektor znamenaji, ze kmitava exponenciela exp[i(k-x—w?)] se stane rostouci nebo
tlumenou exponencielou v Case nebo v nekteré prostorové promeénné.

m Reseni v w (vyvoj v ¢ase)

Ptedpokladejme, Ze je vinovy vektor realny a Ze jsme disperzni relaci vyftesili vzhledem k
uhlové frekvenci w:

o=0(K); resp. @=w;(k)+io,(Kk). (5.2)
Reseni v ¢ase miize podle znaménka w, rostouci nebo tlumené. V rostoucim piipadé miizeme
zavést koeficient nariistu nestability typu exp[yt] vztahem
y=w, =Im(w). (5.3)
Vzhledem k vyvoji v Case rozliSujeme dva mody nestabilit:

C nestabilni mod (konventivni méd): V kterémkoli fixnim bodé¢ bude po urcité dobé
amplituda poruchy s ¢asem klesat. Nestabilita ,,odtekla” do jiného mista.

A nestabilni méd (absolutné nestabilni méd): V kterémkoli fixnim bodé bude amplituda
poruchy nartstat.

oy oy

C mod

J/a\\

0 X

PO B N

X0 X

Rozd¢€leni na A moéd a C mdéd mize (ale nemusi) zaviset na volbé soufadnicového systému.
Nachazime-li se napiiklad u C médu v soutfadnicové soustavé spojené s pohybujici se
poruchou, bude se pozorovateli jevit jako A mod.

= Reseni v k (vyvoj v prostoru)

Predpokladejme, Ze je tthlova frekvence je redlné a Ze jsme disperzni relaci vyiesili vzhledem
k vilnovému vektoru k:

k=k(w); resp. k=k;(w)+ik,(®) 5.4

Reseni poruchy miize v nékterém sméru od zdroje exponencialné klesajici — potom hovotime
o evanescentnim modu, nebo rostouci — potom hovotime o zesilujicim modu.
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m Nesvazané mody disperzni relace
N¢kdy je mozné disperzni relaci rozlozit na jednotlivé médy

[0—o,K)]- [0-w,(K)]--[0-wyk)]=0. (5.5)

Kazda z hranatych zavorek mize byt vynulovana zvlast' a ptispéje jednou vétvi k celkové
disperzni relaci. Predpoklddejme pro jednoduchost jen existenci dvou vétvi v jediné
prostorové dimenzi

[@— (k)] [0—w,(k)]=0, (5.6)
které se protinaji v bod¢ P = (w, ko):

w

)

V okoli mista kiizeni mizeme oba mody nahradit pfimkovou zavislosti

ow
oy (k) = @y +—(k~ko) = @ +v,(k—ko);
ok
: (5.7)
w
a)z(k) = 0)0 +a_k2(k_k0) = a)o +U2(k_k0) N

kde v, v, jsou grupové rychlosti obou vétvi disperzni relace.

m Svazané mody disperzni relace

Pokud se v plazmatu objevi dv€ vilny se stejnou vlnovou délkou a frekvenci (obecné
zpusobené riznymi mechanizmy), budou se samoziejmé¢ vzajemné ovliviiovat a energie
jednoho modu bude pumpovéana do druhého a naopak. Nejjednodussi zplisob, jak oba mody
provazat je zavést nenulovou konstantu na pravé stran¢ disperzni relace (5.6):

[@—a, (k)] [0-wo(k)]=¢. (5.8)

Pro malé ¢ v porovnani s Cleny na levé strané hovotfime o tzv. slabé vazbe. Konstantu ¢
nazyvame vazbovou konstantou. Ukazme, ze jeji nenulova hodnota zcela zméni portrét
ktizeni obou vétvi disperzni relace. Vyuzijme v rovnici (5.8) linearni aproximace (5.7):

[0— 0wy —v,(k—ky)]-[0— 0y +vy(k—ko)]=¢.

Diky vazebné konstanté jiz nemizeme kazdy z modl polozit roven nule, konstantou jsou
vzajemn¢ svazané. V linedrni aproximaci je posledni rovnice kvadratickou rovnici jak pro w,
tak pro k. VyfeSme rovnici v obou proménnych. Pro @ najdeme kombinaci &= w— wy,
v diskriminantu vyuZijeme, Ze (vi+v,)*—4viv; = (vi—v2)>. Analogicky postupujeme pro
vlnovy vektor. Oba vysledky jsou:

0=+ (0, +vz)(k—k0)i%\/(vl —0y)2(k—ko)? +4¢ ; (5.9)

I
k=ko+5—, +0,) (@ 0) £ (v ~0,) (@ @y) +4evp0, . (5.10)

S1%)
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Je ztejmé, Ze jiz nebude dochazet ke kiizeni moédla a pro néktera znaménka veli¢in ¢ a vV,
nebudou existovat redlna feSeni pro uhlovou frekvenci nebo pro vlnovy vektor. Celkem
mohou nastat Ctyfi pripady znazornéné na obrazku. Oblasti neexistujicich redlnych feseni jsou
oznaceny Sedymi pasmy.

“’ 1T/
7 -

“’ |

=

5.1.2 Vicesvazkova nestabilita

Uvazujme plazma slozené z rizn€ se pohybujicich tekutin nékolika druhli a. Pii odvozeni
disperzni relace vyuzijeme nasledujicich predpokladi:

a. Plazma je neomezené. V plazmatu nejsou zadné hranice. Na nich by se feSeni muselo
navazovat a takovou situaci se budeme zabyvat v pfisti kapitole.

b. Plazma je chladné. V pohybové rovnici nebudeme uvazovat gradient tlaku. Tento
predpoklad zjednodusi vypocet a umozni zjistit podminky néstupu nestability. Pfi
jejim nasledném rozvoji dochazi k termalizaci plazmatu a piedpoklad jiz neplati.
K popisu horkého plazmatu je nejvhodnéjsi vyuzit statistickych metod, viz 6.4.

c. Nestabilita je rizena elektrickym polem. Zanedbavame magnetické pole, coz z rovnice
rot E = —0B/ot vede na kxE = 0, tedy poruchy jsou zptisobené podélnym elektrickym
polem. V nepfitomnosti vzajemného pielévani poruch magnetického a elektrického
pole neni nutné uvazovat rovnici pro ¢asovy vyvoj elektrického pole, postaci jen
okrajova podminka div D = py.

Za vychozi soustavu rovnic budeme uvazovat

on .
at“ +divn u, =0;
ou,
mana7+mana (uy-V)u,=0,n,E; (5.11)
. 1
leE:_Z”aQa-
&0
Poruchy budeme ptedpokladat ve tvaru
n, =ng, +0n, ; u, =ug, +ou,; E=0E.

Po provedeni standardni perturbacni analyzy a Fourierovy transformace ziskdme
linearizovanou soustavu pro poruchy:
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(w_k'HOa)é‘na “Hog (k-§ua)=0;

i(o-Kk-ugy,)du, :&5E;

mey

ik-&E:iZQa&aa.
50 o

Z prostfedni rovnice vypoc¢teme poruchu Jdu, a dosadime do prvni rovnice. Z ni uréime
poruchu on, a dosadime do posledni rovnice. Vysledkem je disperzni relace

2 2

2 , 2 noQ
yY—2r =1, e, =-texe (5.12)
o (w_k’an) m(lgo

Uvazujme jednoduchou situaci dvou svazkli pohybujicich se v jednom sméru (Bunemanova
nestabilita, pro rizné¢ sméry svazkii hovoifime o Weibelove nestabilité). V témze sméru se
objevi porucha elektrického pole a vlna §ifici se podél tohoto pole. Disperzni relace bude

2 2
W1 W1
P + P

=1. 5.13
(0—kuy)®  (0-kuy)® G139

f(@)=

U neporusenych rychlosti jsme pro jednoduchost vynechali index 0. Funkci flw) na levé

stran¢ mizeme snadno vykreslit do grafu:
S () / \
! | |

ku, o,  ku, [0}

Reseni nalezneme jako priisediky funkce flw) s jednotkou, fiw) = 1. Charakter fedeni bude
zéaviset na poloze bodu C, kde ma funkce flokalni minimum. Pokud bude yc < 1, existuji Ctyfi
realna feSeni. V pfipadé€, Zze yc > 1 (Carkovana kiivka), budou existovat jen dvé redlna feSeni.
Vzhledem k tomu, Ze disperzni relace je ¢tvrtého fadu v w, budou v tomto ptipadé dvé feSeni
komplexni a rozvine se nestabilita. Kriticky bod nalezneme z podminky

2/3 2/3
d uza) 1 +u1a) 2
Yo = - n_ g, (5.14)
do Op1” + @)

Podminku pro rozvoj nestability odvodime ze vztahu f(wq)>1:

3
. [oo]
k= < 5 (5.15)
(g —uy)

Vztah odvodil Oscar Buneman (1914-1993) v roce 1959. Nestabilita v chladném plazmatu
vznikne pro dostatecné dlouhé vinové délky vzdy. V horkém plazmatu tomu tak ale nemusi
byt, situaci je vhodnéjsi analyzovat metodami statistické fyziky, viz kapitola 5.4. Svazky se
budou brzdit, ale nikoli srazkami. Vznikne silné elektrické pole s 4 > A, které zplisobi jejich
postupnou termalizaci.
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5.1.3 Dva symetrické svazky

Uvazujme nyni dva stejné svazky pohybujici se symetricky proti sobé. Disperzni relace ma
jednoduchy jednodimenzionélni tvar

w? w?

P4 E___—1. (5.16)
(0—kug)®  (@+kuy)’

Po roznésobeni ziskdme bikvadratickou rovnici pro thlovou frekvenci, ktera ma feseni

w? =a)§+k2ugia)pw/a)§+4k2u§ . (5.17)

Je ztejmé, ze po prvnim odmocnéni jsou vSechna feSeni realnd. Oblast komplexnich feSeni
(a tedy nestability) ziskame bud’ pfimo z relace (5.17) nebo z jiz piipravené Bunemanovy
podminky (5.15):

. —_
<22 =k k—oe(—ﬁ,+ﬁ). (5.18)

u
Ugp (!)p

Disperzni relaci (5.17) je vyhodné ptepsat do bezrozmérného tvaru

B =1+k>t\1+4k 7 ;

_ W — ku
w=—:; F=—"0
1)

@y )

(5.19)

Po odmocnéni dostaneme Ctyfi feSeni, obecné komplexni ve tvaru @ = o, +iw, . Redlné
1 imaginarni ¢asti disperzni relace jsou vykresleny v nasledujicim grafu:

Re(w) klé

Povs§imnéte si, ze pro velké vinové vektory (na obrazku 1;2) jsou 4 reédlna feSeni v w. Pro
malé vinové vektory z intervalu (—V2, V2) existuji jen dvé& realna feSeni a dvé komplexni (na
obrazku vektor k). Pro nestabilitu je klicovy bod K na obrazku, ve kterém je nejvetsi
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hodnota imaginarni ¢asti thlové frekvence a tim 1 nejvétsi koeficient nartistu nestability. Jeho
vodorovnou soutadnici nalezneme jako lokalni maximum disperzni relace (5.19). Derivaci

pravé strany polozime rovnu nule a ziskame hodnotu & = V3/2. V tomto bodg dava disperzni
relace (5.19) Ctyfti feSeni
5

o=+, H=x-,
2 2
Z hlediska nestability nas zajima imaginarni feeni, soufadnice bodu K jsou (\3/2,1/2)
a koeficient maximalniho ristu nestability

7 =Im(w) =Im(v) o, = % . (5.20)

Pro dva rtzné svazky lze provést obdobny rozbor, jen disperzni relace jiz nebude symetricka
jako v naSem pfipad€. Nastup dvousvazkové nestability znamend rozvoj vin a néslednou
termalizaci obou svazku. Jejich energie se tedy nakonec proméni v energii tepelnou. Tam jiz
ale naSe priblizeni chladného plazmatu neplati. Nestabilita dvou symetrickych svazki se ¢asto
pouzivad k testovani rtiznych simula¢nich algoritmi pro pohyby nabitych castic. Elegantni
analytické feSeni a oblast nastupu nestability je v numerické simulaci snadno ov¢ftitelna.

X X

Numericka simulace dvousvazkové nestability (P. Orestes, |. Hastings, Rice University) pro dva
svazky prolinajicich se pozitron(. Na spodnich ¢étyfech obrazcich je €asovy vyvoj nestability ve
fazovém prostoru (x, p). Na pocatku mély svazky hybnosti +py.
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5.1.4 Nestabilita typu svazek-plazma

Vénujme nyni pozornost svazku, ktery interaguje s klidnym plazmatem. Z obecné disperzni
relace (5.12) mame

2 2
w w
R (521)

kde jsme oznacili w, plazmovou frekvenci plazmatu, w,, plazmovou frekvenci svazku a u,
jeho rychlost. Podminku (5.15) pro rozvoj nestability snadno piepiSeme do tvaru
53732

w .
k< —2 1{&"} . (5.22)

llb Cop

V limité¢ slabého svazku (tak se nazyva situace, kdy plati @, < @, , napiiklad pro ionty

p b
pronikajici do elektronového plazmatu) je piiblizné k < wp/uy.

Disperzni relaci (5.21) lze snadno ptepsat prepsat do jiného elegantniho tvaru:

[a)z —a)g][(a)—kub)z —a)gb} = a)gba); ) (5.23)

Jde o tvar analogicky (5.8), v naSem pfipad¢ jsou Ctyii vinové mddy svazané vazbou. Nékdy
se hovoti o ctyrvinné interakci. Limita slabého svazku je soucasné limitou slabé vazby, tj.
malé konstanty na pravé strané.

Nestabilita typu svazek-plazma je velmi Castd. Objevuje se ve sluneCnim vétru v blizkosti
razovych vin planet, pfi prostupu riznych plazmovych vytryskti okolnim prostiedim.
Vysledkem je termalizace svazku. T¢ lze vyuZzivat 1 pfi ohfevu plazmatu pomoci svazki
nabitych ¢astic.

5.1.5 Dalsi nestability (driftova, Weibelova)

Dalsi situace, kdy se v plazmatu pohybuji dvé tekutiny opaénym smérem, nastava
v pfitomnosti driftovych pohybl. U vétSiny drifti se elektrony a ionty pohybuji opaénym
smérem, a proto muze dojit k rozvoji nestability. Podminka (5.15) pro tento piipad dava

2/3 3/2
w . ;
k| < > | 1+[ le (5.24)

|vDi ~Upe wpe

Nestability vzniklé vzajemnym prolindinim dvou nebo vice prostiedi s riznymi rychlostmi
obecné nazyvame vicesvazkové nestability. Neni to nazev pfili§ Stastny, nebot’ ne vzdy musi
jit o svazky. V jednodimenzionalnim ptipadé (rychlosti vSech prostiedi, elektrické pole
a vlnovy vektor maji stejny smér) hovoiime o Bunemanové nestabilité. V ptipad¢ anizotropie
v rychlostnim prostoru (2D a 3D piipad) hovoiime o Weibelové nestabilité (E. S. Weibel).

Weibelova nestabilita. Prvni tfi obrazky jsou v (x, y) prostoru a dalSi 4 v (x, p) prostoru.
(P. Orestes, I. Hastings, Rice University)
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5.2 Plazma s hranici

5.2.1 Zakladni vztahy

Budeme uvazovat plazmatické prostiedi s rozhranim v ramci ideélni magnetohydrodynamiky.
Tedy zanedbame difuzni ¢len, posuvny proud (vysokofrekvencéni déje) a samoziejmée
predpokladame, Ze vinova délka dé&ji je veétsi nez stiedni volnd draha vSech cCastic (jinak by
nebylo mozné pouzit teorii kontinua).

Pfitomnost hranice znacné komplikuje feSeni ulohy. Musime nalézt feSeni na obou stranach
hranice a tato feSeni na hranici navazat. Tato Gloha vyzaduje znalost prib&hu perturbované
hranice a budeme se ji zabyvat v této kapitole. Dalsi komplikaci je, ze zakladni
neperturbované feSeni jiz zpravidla neni konstantni, ale zdvisi na nékterych proménnych,
naptiklad na vzdalenosti od hranice. V takovych proménnych jiz neni mozné hledat
periodickou poruchu jako diive. Uvazme nejprve rovinné rozhrani a poté valcové rozhrani
(plazmové vlakno).

m Rovinné rozhrani

Predpokléddejme rozhrani v rovin€ (xz). Klidové feSeni miize byt funkeci vzdalenosti, tedy
funkci y. Perturbace klidového feSeni proto bude mit tvar

w(t.X)=p N+ Sy =y (y)e T (5.25)

Porucha se nyni sklada ze dvou ¢asti: neperiodické, kterou oznacujeme y; a periodické, ktera
je obsazena v kmitavé exponenciele. Periodicka ¢ast povede na algebraické vztahy jako dfive,
neperiodicka na diferencialni rovnice, které bude tieba feSit. Index 1 u neperiodické Casti
oznacuje, Ze se nachazime v prvnim fadu poruchové teorie. V proménnych, kde to je mozné,
provedeme opét rozklad na parcidlni viny, coz povede na sadu pravidel pro ptisluSnou
Fourierovu transformaci:

0, > —iw; 0, =ik, ; 0, —>d/dy; 0, —>ik,|. (5.26)

Jedinou zménou je tedy to, ze v proménné y, kterd nemuize byt diky hranici periodicka,
derivace ziistane. Stane se vSak obycejnou derivaci, protoze po aplikaci pravidel jiz ve
vyrazech zadna jind promeénna nez y neziistane.

y

m Valcové rozhrani

Ptedpokladejme nyni valcové rozhrani plazmového vlakna neboli pince. Klidové feSeni
(naptiklad Bennettovo feSeni) bude funkci radialni vzdélenosti od osy vldkna. Perturbace
klidového fesSeni proto bude mit ve valcovych soufadnicich tvar

ik pp+ik ;z—iwt

y/(t,r,(p,z):ylo(r)+l//1(r)e (527)

Porucha Jy se opét bude skladat z neperiodické ¢asti yi(r) a kmitavé exponenciely. Reseni
musi spliiovat periodicitu v polarnim uhlu ¢:
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w(t,r,o+27,z)=y(t,r,p,z). (5.28)

V

r

Tuto podminku splnime, pokud plati

ik ik +27T 27k
oko? _oikolot2m) 2Tk kp=m=0,£1,%2,...

Cislo m nazyvame ¥ad (mod) poruchy resp. nestability a vyraz (5.27) ziska tvar
w(t,r,0,2) = (r) +y (r)e ™ ET =0, 21,52, (5.29)

Odpovidajici pravidla pro rozklad do parcialnich vin jsou

0, > —iw; 0, —>d/dr; a(p—)im; 0, —>ik |, (5.30)

Proménna r je neperiodickd a v rovnicich ziistane vcetné svych derivaci. Prvni tfi mody
poruchy jsou zndzornény na nasledujicim obrazku

—

Poznamka 1: Pokud bychom ztotoznili levy a pravy okraj vlakna (jde o jednoduché pfiblizeni
toroidalni geometrie), musi platit w(t, r, @, z) = w(t, r, @, z+L), kde L je délka vlakna, coz vede na

k:%[n; n=0,1,2... (5.31)
Poznamka 2: Obecna hranice vede na poruchu tvaru
iq kit
w(tq,.9,.) =wo(@,) +y (q,)e PP (5.32)

kde g, jsou neperiodické proménné a q, periodické proménné.
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m Vektor posunuti

U problému s hranici nas vétSinou nezajima rychlostni pole, ale vektor posunuti zvolené
oblasti plazmatu definovany vztahem

t
SE(t,X) = j su(t',x)dt' . (5.33)
lo
Opacna relace ma tvar
ou= 098 . (5.34)
ot

V pocatecnim cCase je vektor posunuti nulovy. Tato vlastnost ale jiz neplati pro jeho parcidlni
Fourierovy komponenty, ze kterych se vysledny vektor slozi. Opét budou mit periodickou
(qp) 1 neperiodickou (qn) ¢ast:

iq.-k
5E, = &1,(q,)e PP

U parciédlnich vin se index @ zpravidla piSe jen tehdy, mohlo-li by dojit k zdméné. Vektor
posunuti vyjadfuje posunuti kazdého vnitiniho elementu plazmatu v pribéhu poruchy. Praveé
pies tento vektor bude definovan i tvar nové, naruSené hranice.

—iwt
9

5g=j5ga,e—"a” do. (5.35)

nova hranice

puvodni hranice

m Zakladni rovnice pro vektor posunuti

Vyjdéme ze standardni soustavy idedlni magnetohydrodynamiky pro jednoslozkové plazma
s polytropni stavovou rovnici (3.56), k pohybové rovnici ptidame ¢len s tthovym zrychlenim:

8@—’?+div(pu)=0,

2
paa—l;+p(u-V)u =-Vp +pg—V(2B—J+L(B-V)B,
%+(u-V)p + ypdiva = 0,

OB
—=rot(uxB).
5 =rot(uxB)

Nyni provedeme linearizaci:
P=po@y)+0p; u=du; p=py(q,)+op; B=By(q,)+IB. (5.37)

Zakladni feSeni je ovSem funkci nékterych prostorovych proménnych, proto jiz nebudeme
moci pfesouvat toto feSeni pfed prostorové derivace a nebo pokladat jeho derivaci rovnou
nule. Vysledkem linearizace bude soustava
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op div(pyou)=0,
ot
oou 1 1 1

U YSp+gSp——V(B,-5B)+—(5B-V)By +—(B,-V)SB,
0 ot ,Uo(o )ﬂo( )Oﬂo(O)

(385—1p+(5u-V)p0 + ypodivou = 0,

(5.38)

%:rot(5uxBo).

V dalsim kroku dosadime za poruchu rychlostniho pole ou=00&/0¢t . Vyuzijeme, ze

v linearizované soustavé jsou jediné Casové zavislosti v perturbovanych ¢Elenech typu ow.
Veli¢iny typu yy jsou jen prostorove zavislé. S vyjimkou druhé rovnice bude mozné vSechny
integrovat v ¢ase. Integracni konstanty jsou v prvnim fadu poruchové teorie nulové:

dp +div(py6E)=0,

0 5E 1 1 1
P =-VSp+gdp——V(B,-6B)+—(5B-V)B, +—(B, V)5B,
0 81‘2 o ( 0 ) ILlO( ) 0 ,Uo( 0 ) (5.39)

Op+(68-V)py + ypydivog = 0,
5B =rot(5ExBy).

Druha rovnice (pohybova rovnice) je rovnici pro vektor posunuti. Z poslednich dvou rovnic
do ni dosadime za dp a 6B, z prvni rovnice za dp. Vysledek je

0%o _ _
Po atf: V(SE-V)py + Vypydivet —gdiv(p,st)-

- iv[Bo-rot(ango)] +
Ho

+ L[rot(5§><B0)~V]BO + (540)
Ho

+ L (B,-V)rot(5ExBy).
Ho

Prava strana je linedrnim diferencidlnim operatorem pusobicim na poruchu vektoru posunuti

0’58 -
2o atfzwa (5.41)

V celém odvozeni nebyl proveden Fourieriv rozklad na parcidlni viny. Budeme-li
predpokladat ¢asovy prubéh ve tvaru exp[—iwt], mame

LSE =—pyo’ SE . (5.42)

Jde o problém vlastnich hodnot operatoru I:, vlastni Cislo je funkci thlové frekvence. Na
navazovani feSeni na hranici zavisi, zda bude mit operator diskrétni spektrum a tim poruchy
diskrétni mody s frekvencemi w, a nebo bude mit spojité spektrum a frekvence poruch bude
libovolna. Celkové feSeni potom sloZime obvyklym zplsobem
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SE=Y 5E, e resp. O&= Ié&w e dw. (5.43)
n [

Lze ukédzat, 7e operator ma realna vlastni Gisla a tedy mohou nastat jen piipady w”>0
(stabilni feSeni) nebo w” <0 (frekvence je ryze imaginarni a feSeni nestabilni). V ryze
imaginarnim pfipadé obsahuje feSeni jak exponencidlné rostouci mody, tak exponencidlné
tlumené mody, nezlstane vSak pfitomna kmitava ¢ast. To je zplsobeno idedlni
magnetohydrodynamikou a zanedbanim disipativniho ¢lenu v rovnici pro magnetické pole.
Pokud bychom ponechali disipaci magnetického pole, mohla by mit thlova frekvence redlnou
1 imaginarni ¢ast.

5.2.2 Navazovani vektorovych a skalarnich poli na hranici
Je-1i bod plivodni hranice xo, je bodem nové hranice v prvnim fadu poruchové teorie
X=X, +0&(1,Xg). (5.44)

Po dosazeni feSeni za vektor posunuti pro konkrétni situaci mame rovnici nové hranice, ke
které standardnim postupem (zapiSeme hranici v implicitnim tvaru a najdeme gradient)
odvodime normalovy vektor, ktery bude mit ¢ast nulté¢ho i1 prvniho fadu:

n=n;,+on. (5.45)

Zname-li rovnici hranice a normalovy vektor k ni, mizeme jiZz na hranici navazovat
vektorova i skalarni pole.

m Spojitost normalové slozky vektorového pole

Piepokladejme, Ze normélova slozka pole je spojita, potom na hranici plati

K-n=const, (5.46)
coz v prvnim tadu poruchové teorie da podminku pro navazani feSeni na obou stranach
K,-on+0K-n, =const. (5.47)

Dosadime-li za poruchy parcidlni viny a na obou strandch rovnosti zkratime periodické ¢asti,
mame finalni podminku pro navazani

m Spojitost te€né slozky vektorového pole
Ptepokladejme, ze tecné slozka pole je spojita, potom na hranici plati
K xn=const (5.49)

a obdobnym zptisobem jako v minulém piipad¢ dostaneme podminku navazani

K,xn;+K;xny=const|, (5.50)

m Spojitost skalarniho pole

Uvazujme jakékoli skalarni pole, které ma byt na hranici spojité:
w(t,x) =y (X)+0y(1,x). (5.51)

na nov¢ hranici bude mit pole hodnotu
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w(t,Xg+68)=y(Xg+08)+ow(1,Xxy+08).

Na pravé strané¢ provedeme TaylorGv rozvoj obou ¢lenlt do prvniho fadu (vSechny cleny
bereme v argumentu Xo):

w(t,Xg+06E) =y +(5E-V)yy+Sy +(58-V)dy .

Predpokladejme, Ze v nultém tadu je nase skaldrni pole spojité, potom staci fesit spojitost v
prvnim fadu poruchové teorie, coz da

(6&-V)w o+ =const.

Dosadime-li za poruchy opét parcidlni viny a na obou stranach rovnosti zkratime periodické
¢asti, mame findlni podminku pro navazani skalarniho pole

(&-V)wy+w, =const|. (5.52)

5.2.3 Nestability plazmového viakna

Uvazujme nejjednodussi mozné plazmové vlakno s valcovou symetrii, ve kterém tece
elektricky proud jen po povrchu. (Druhym nejjednodussim ptipadem by byl Bennettiv pinc¢
s konstantni proudovou hustotou v celém priifezu a parabolickym pribéhem tlaku.) Jedinou
neperiodickou proménnou bude radialni vzdalenost, tedy kazdé¢ feSeni bude mit tvar (5.29).

¢

b

A

]
YYVYVy

m Reseni uvniti
V tomto jednoduchém ptipadé¢ plyne z Maxwellovy rovnice rot H=j, ze rovnovazné
magnetické pole uvnitt je nulové a z rovnice rovnovahy jxB=-Vp, Ze tlak je konstantni.

Celkov¢ tedy pro rovnovazné feSeni uvniti mame vsechny veli¢iny konstantni (to by neplatilo
u Bennettova pince):

Po = Py =const; u, =B, =0. (5.53)
Z rovnice pro vektor posunuti (5.40) v tomto ptipadé zbude jen

-Po a)zé‘& = ypOV div 5& ; é‘g — gl(r) eim(p+ikzz

V principu mizeme vektor posunuti ur€it z této rovnice. Jedinou neperiodickou proménnou je
radidlni soutfadnice a tak jde o tfi vzajemné provazané obycejné diferencialni rovnice pro
komponenty &, &,, &. V takto trividlnim piipad€ by ale tento postup byl zbytecné slozity.
Ptimo z rovnic (5.39) po dosazeni rovnovazného feSeni mame

o’ py6E=Vop,
Sp + ypydivog = 0, (5.54)
oB=0.
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Z posledni rovnice okamzit¢ vidime, Ze porucha magnetického pole uvniti vldkna je nulova a
proto je nulova i neperiodicka cast

B,=0. (5.55)

Z prvni rovnice zjistime piimo hledany vektor posunuti, pokud budeme znat poruchu tlaku.
Tu spocteme z druhé rovnice, do které dosadime vektor posunuti z prvni:

S .

2
(A+w—2]5p —0; 2=~ (5.56)
Lo

CS
Nyni vyjadiime Laplacetv operator ve valcovych soutadnicich podle (C.9):
1 2 2 2
_i[r@j+LM+M+w_ p=0.
ror\" or ) r* ap*  9z* ¢
Po aplikaci pravidel (5.30) nebo pfimém dosazeni o p = p,(r)explimp+ikz] a zkraceni
kmitajici ¢asti feSeni mame rovnici

) 2
e B W e S PR JC e S (5.57)
dr2 dr CS2

Oznacime-li (¢ miZe byt obecné komplexni, ale pro y — o, coz odpovida isochorickému
d&ji a tedy nestlagitelné tekuting, je ¢* > 0)

g =k*-=; x=gr, (5.58)

ziska rovnice tvar modifikované Besselovy rovnice
szl;ljtr@—[szrszpl:O, (5.59)
dx dx
jejiz obecné teSeni je (viz dodatek A4)
pi(r)=A41,(qr)+BK,, (qr). (5.60)
Vzhledem k tomu, ze pro » — 0 funkce K, diverguje, je konstanta B nulova a feseni tedy je
()= AL, (qr). (5.61)

Jako posledni krok nalezneme vektor posunuti z prvni rovnice (5.54):

L vsp-— (i,li,ijfﬂm(qr)eimw"kz:
(o o or l’a¢ 0z

A imA kA T
=( zq ]r,n’ l;l’l Im, liC ]m]e[zmgoﬂkz] )
@ Py @ por @ Py

SE =

Pro neperiodickou ¢ast vektoru posunuti plati

F,]:L Ag_j _imd , ik Imj. (5.62)

2 2 m 2
wpy WP WPy

Celkov¢ tedy pro neperiodické ¢asti poruch mame uvnitt plazmového vlakna feseni
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By, = By, = By, =0, By, =By, =B, =0,
Po =const, p =41,(qr),
Ag
é:Or:O’ E»lr: zq Im(qr)a
@ Py
imA 5.63
5(){0:09 &l(p: 2 Im((]l’), ( )
@” pyr
ikA
50220’ glz: 2 Im(qr)
@ Py

m Reseni vné
Vné plazmového vldkna rovnovazné magnetické pole ubyva podle Ampérova zékona jako 1/r
a lze pro n¢ho psat

4
Bo=Bdm}§%” (5.64)

kde 7y je polomér vlakna. Vn¢€ neni plazma a tak jsou poruchy p; i & nulové. Jediné nenulova
bude porucha magnetického pole, pro kterou vné vlakna plati Maxwellova rovnice rot B = 0.
Porucha magnetického pole je tedy nevirova a musi existovat skalarni potencial:

SB=V¢. (5.65)

Divergence magnetického pole musi byt nulova, tj. div(By+0B) = 0. Vzhledem k tomu, Ze pro
rovnovazné tfeseni plati div Bo =0, musi platit i div B = 0. Kombinaci s (5.65) mame pro
potencial poruchy rovnici

Ag=0. (5.66)

RozepiSeme-li Laplacetiv operator do valcovych soufadnic, dostaneme pro jeho
neperiodickou ¢ast rovnici

2
2d"p; dp 2,202
— +k =0. 5.67
P2 e | m? k% | p, (5.67)

Za vnitini proménnou tentokrat zvolime

x=kr, (5.68)
a dostaneme op¢t modifikovanou Besselovu rovnici
xzfi%L+r9?L—[m2+x2}p1=o (5.69)
dx dx
s feSenim
¢ (r)=ClI,, (kr)+ DK, (kr). (5.70)

Vné vldkna pro r — oo diverguje funkce 7, takze feseni je
¢ (r)=DK,, (kr). (5.71)

nyni jiz snadno nalezneme poruchu magnetického pole z rovnice (5.65), neboli
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SB = V¢ a 16 a ¢1 1m(p+zkz: 0 16 a DK (kr)ezmgoﬂkz
or r8 "oz or r8¢) 0z

Po provedeni derivaci a oddé€leni kmitajici ¢asti mame vysledek

B, :(DkK;n,lD—me,ikDij. (5.72)
r
Shriime tedy vysledky vné vlakna:
BOVZO’ Bl :DkK’ (kl"),
7 iDm

Bo(p:Bo(”o)%, By, = K, (kr),
BOz:()’ BlzzlkDKm(kr)’ (573)
E)():(O)an)) &)1:(09070)9
pO :0, pl :0.

m Navazani reSeni
Nejprve nalezneme vektor normaly k hranici proudového vlakna, pro kterou plati
r=ry+r(r)e™tk (5.74)

Hranici zapiSeme v implicitnim tvaru

F(r,0,2)=—r+1y+&,(rg) ™ =0 (5.75)
a vektor normdly uré¢ime jako gradient
im N oo
n=VF= ((z_};, %Z_Z’ aa_ij [_1’ %ezmgoﬂkz’ ikélr ezmgoﬂkz} . (576)

Vektor normaly mizeme rozdélit na plivodni a perturbovanou ¢ast m=mnopton a poté
z perturbované ¢asti odd¢lit neperiodickou ¢ast:

n, =(-1,0,0), (5.77)
imr L
on= [o, —1 ikflrj e/motikz (5.78)
r
im
n, =(o, ‘i ,ikflr]. (5.79)
r

To je vSe co potfebujeme pro uspe€Sné navazovani: feSeni uvnitt (5.63), feSeni vné (5.73)
a Casti vektoru normaly ny a n;. Jako prvni navazme normalovou slozku magnetického pole
B'n podle vztahu (5.48)

[B0n1+B1n0]Vné :0 (580)

uvniti

Uvniti vlakna je vyraz nulovy a venku da B,ny, + B,,n, = 0. Vzhledem k tomu, Ze hranice

je spole¢na, musime za vektor posunuti &, dosadit z vnitfniho feSeni. Ve vSech vyrazech
provedeme limitu r—ry:
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A{W%((M)}D[k%(’%)]=0 . (5.81)
070

Zbyva navazat celkovy tlak v = p + B2/2 Ho podle vztahu (5.52):

vné

d 32 By,B;

dr 21 Ho

uvnitf

Opét dosadime nalezend feSeni uvnitf 1 vné, hranice je spole¢na (tedy dosazujeme vnitini),
provedeme derivaci a poté ve vSech vyrazech limitu r—r:

B} , imB
4 Im(qro)+2¢1m(qro) —D{ 0Km(kro)}o . (5.82)
O PokgTy Moo

Rovnice (5.81) a (5.82) jsou soustavou rovnic pro hledané integra¢ni konstanty 4 a D.
Netrivialni feSeni bude existovat jen tehdy, pokud bude determinant soustavy roven nule:

imBy(ry)q ., imB , qu ,
—| =5 1, (grp) { °Km<kro)}+[k1<m(kro>] 1,(qro) +—5—"—1,(qrp) |=0.
@~ Poly HoTo @O Pototy
Posledni dva vyrazy roznasobime a z rovnice vypo&teme w’:
2__vag Lu(gry)|,, m® Ky (ko) 2_ Bi(n)
@) = e | VAS — (5.83)
o {m(qr0) kry K, (kro) PoHo

Ziskali jsme tak disperzni relaci v naSem jednoduchém piipadé¢ a soucasné vlastni Cisla
problému (5.42).

m Rozbor feSeni

Ziskana disperzni relace je skute¢né takova, jak jsme jiz avizovali u rovnice pro vektor
posunuti — mohou nastat jen piipady w® >0 (stabilni feSeni) a w? <0 (frekvence je ryze
imaginarni a feSeni nestabilni). Zakladni podminka stability je

vi I;n(qro{Hmz Km<kro)} o

ro Lu(qro)| ko K, (kry)

Uvédomime-li si (viz dodatek A4), ze funkce 7, je vzdy kladna a stejné tak jeji derivace /',
velidina ¢* je v rezimu blizkém nestlagitelnému (idealni magnetohydrodynamika, y velké)
také kladna, ziskdme findlni tvar podminky stability (Kruskalovu-Shafranovovu podminku)

2
Lmm Ky k)

kry Ky (kry) (5-84)

PovS§imnéte si, ze jedina veliCina obsahujici materidlové vlastnosti plazmatu ¢ ve findlnim
vztahu neni. Oznacime-li x = kry, mizeme podminku piepsat do tvaru (K, je kladné, K',
zaporné):

F(x)=xK' (x)+m?K, (x) > 0. (5.85)

178



Teorie plazmatu Nékteré nestability v plazmatu

Podminka stability v tomto tvaru je vhodnd pro grafické feSeni (vykreslime levou stranu
vztahu a sledujeme, zda je vysledek kladny). Z obou poslednich vztahl je okamzité vidét, ze
pro m = 0 neexistuje feSeni a vlakno bude vzdy nestabilni vii¢i poruchdm modu 0. Totéz lze
ukazat pro mod m = 1.

m=0 & B m=1 ﬁ

i) i)

Nestabilitu m =0 nazyvadme kordlkova nestabilita (sausage instability), nestabilitu m =1
smyckova nestabilita (kink instability). V obou pfipadech se objevi siln€jsi pole (hustsi
silokfivky) na ,, nespravném® misté¢ a tlak magnetického pole pocatecni deformaci nadale
prohlubuje.

_ 1 -

1
| m=0 | m=1
Na? Z
oS oS
1 1 1 1
1 2 ¥ 1 4 x
1 1 L
0.05[ , _» 0.0001 -, _ 3
~ ~
No Ne
oS oS
1 1 1
2 \4_—6 & x 2 4 8 X/x
-0.05 | -0.0001 L

Na grafech je vykreslena leva strana nerovnosti (5.85). Prvni dva mody nemaji zadné nulové

v

mody v tabulce
modm | 0 | 1| 2] 3 | 4|5
w=kn | - | - |3.04] 802 [1501 2401

Pro xy plati ptiblizna formule

X0 ~m? -1 (5.86)
Od modu 2 je feSeni stabilni pro kry < xo, tedy pro vlnové délky
27
A>="L m=23,..] (5.87)
m-—1
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V piipad¢, Ze by na pocatku existovalo osové pole By., budou prvni dva mody jiz alespoii
v nékterych oblastech parametri stabilni. Osové pole mad na proudové vlakno stabilizujici

ucéinek.

Obdobnym postupem miiZzeme ziskat disperzni relaci 1 v tomto ptipadé. Uved'me

vysledek vypoctu:

ro ) k1,(qry) K, (krg) 1o

Im(qr()) ’

2 ’ 2 ’
2 kzvi,m—(k a7 J 4 Lu(ary) K (kro) viAq 1 (aro)

|

2 @),
9 2 2 k” - 2 k* - 2
2_Byrg). 2 _ Biin b2 = Bjex g2 = Cq UAin
- 9 - b - b - 2 2
PoHo Poko Poko g2 9 _ @
2 2
Cs vA,in

JiZ jen

(5.88)

Disperzni relaci miizeme opét fesit graficky, pro prvni dva mody jiz budou existovat stabilni

oblasti feSeni.

5.2.4 Rayleighova-Taylorova nestabilita

Podobné, nebude ke zkousce, dopiSu o prazdninach.

5.2.5 Kelvinova-Helmholtzova nestabilita

Podobné, nebude ke zkousce, dopisu o prazdninach.

5.2.6 DalsSi nestability

Podobné, nebude ke zkousce, dopiSu o prazdninéach.
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5.3 Rezistivni nestability

5.3.1 Zakladni vztahy

Konecny odpor plazmatu piedev§im umoziuje prepojovani magnetickych silokiivek a s tim
spojenou ostriivkovou (tearing) nestabilitu rozvijejici se na rozhrani dvou oblasti s opacnym
smérem magnetickych silokiivek. Na hranici takové oblasti nemizeme zanedbat diftizni Clen
v rovnici pro magnetické pole (3.13). Podstatné jsou ovSem i jevy spojené s piipadnym
gradientem rezistivity napfi¢ rozhranim. Proto odvodime rovnici pro magnetické pole jesté
jednou s uvazenim nenulového gradientu rezistivity. V celé kapitole budeme uvazovat opét
poruchy ve tvaru

l//(taqn’qpa)=l//0(qn)+y/1(qn)elqpkp “ > (589)
kde qy, jsou neperiodické proménné (zpravidla kolmo na rozhrani) a q, periodické proménné.
Budeme také piredpokladat ,nestlaCitelnost® magnetického pole (je splnéna vzdy z
Maxwellovych rovnic) a nestlacitelnost plazmatu (je splnéna, dominuje-li zamrzani plazmatu
nad difuzi, tato situace plati pro naprostou vétsinu laboratorniho i vesmirného plazmatu):

divB = 0, (5.90)

divE = 0 . (5.91)

m Rovnice pro magnetické pole

Vyjdéme z Maxwellovy rovnice pro ¢asovy vyvoj magnetického pole

rotE = _68_11‘3 (5.92)

a Ohmova zékona v diferenciadlnim tvaru
j=c(E+uxB); o=0(x). (5.93)
Do rovnice (5.92) dosadime za elektrické pole z (5.93) a po ptimocarych upravach dostaneme
%—]j = ﬂiOAB+rot(uxB)—ﬂLO(§77)xrotB , (5.94)

kde jsme zavedli rezistivitu vztahem

1

o(x)

17(x) = (5.95)
Prvni ¢len popisuje diftizi pole, druhy pfedstavuje zamrzédni a v dal$im uvidime, Ze treti ¢len
se chova jako nové silové pole, které mlze vyrazn€ ovlivnit pfepojovani magnetickych
silokfivek. NapiSme jesté linearizovany tvar rovnice pro magnetické pole pro up=0 a By
splitujici rovnici ABy = 0 (magnetické pole spliiuje vinovou rovnici a toto je jeji stacionarni
podoba):

1

0oB = U—OAé‘B+r0t(5uxBO)——(ﬁno)xroté‘B—L(ﬁé}])xrotBo (5.96)
ot Ko Ho Ho
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m Rovnice pro rezistivitu

Pivod gradientu rezistivity plazmatu mtize byt rtizny. My zpravidla zndme pocatecni priabeh
rezistivity a potiebujeme zjistit jeji zmény zplsobené prichodem viny nebo nestability.
V takovém piipad¢ se nemusime opirat o detailni mechanizmus ptivodu vodivosti plazmatu
a jen konstatovat, ze se diky pohyblim plazmatu budou pienaSet od mista k mistu i oblasti
s konkrétni rezistivitou, tedy bude platit ds/d¢ = 0. Po rozepsani mame rovnici pro rezistivitu
ve tvaru

d
a—?+(u-V)n=0 . (5.97)

Linearizovana podoba rovnice pro rezistivitu bude

oon
—+(ou-V =0.
2 ( ) o

Oba cleny lze piimo integrovat v ¢ase
517+ (S5E-V) 17 =0.
Po vynechani periodickych proménnych mame finalni tvar

m+@&;-V)ny=0|. (5.98)

Tim, Ze nefeSime fyzikalni mechanizmy, ale pouhy pfesun oblasti s danou rezistivitou,
miZzeme z vektoru posunuti pfimo spocitat poruch rezistivity n;. Celd rovnice pro rezistivitu
je proto v linearnim ptiblizeni trividlni zaleZitosti.
m Vyznam gradientu n,
PiepiSme Ohmtiv zakon (5.93) do tvaru s rezistivitou:

nj=E+uxB.
V linedrnim pfiblizeni mame

Vzhledem k tomu, ze jde o algebraické vztahy, miizeme na obou stranach rovnosti vypustit
periodickou ¢ast

Mio+7m0 31 =E;+u;xBy.
Poruchu #, dosadime ze vztahu (5.98) a ur¢ime poruchu proudové hustoty j;:

_&'V)ny.  Ej+u;xBg
= jo+ )
o 7o

I
Novému elektrickému proudu bude pfisluset hustota Lorentzovy sily ptsobici na plazma

(&,-V)ng (i BO)+E1XBO+(“1XBO)XBO

fi=jixBy= Jo X

Mo Mo
Zatimco druhy ¢len je standardni zména proudové hustoty zplisobena perturbacemi, prvni
Clen je zcela novy. Jde o silu zptisobenou gradientem pocatecniho rozlozeni rezistivity:

& -V)ng .
fél?]o _ & ; o (JOXBO)
0

o

(5.99)
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Pokud mé magnetické pole na obou stranach rozhrani opaény smér, te€e proudova hustota jo
v rozhrani a nova sila ma smér kolmy na rozhrani. Takovéd sila mlze vyrazné¢ vznik
nestability na rozhrani ovlivnit (podobné jako tihové zrychleni je podnétem k rozvoji
Rayleighovy-Taylorovy nestability). V tomto piipad¢ bude ale na jedné stran¢ nestabilitu
podporovat a na druhé tlumit.

B,

=

Jo

A

B() \ 4

m Rovnice pro vektor posunuti

Pohybovou rovnici budeme uvazovat ve tvaru

pg—l;+p(u-V)u:—Vp+pg+L(rotB)xB , (5.100)
Ho

po linearizaci mame

2
£0 0 é}+ =-Vop+op g+L(rotB0)x5B+L(rot5B)xB0 ) (5.101)
ot Ho Ho

m Dalsi rovnice

Rovnice (5.96), (5.98) a (5.101) je tieba doplnit podminkami nestlacitelnosti nebo néjakym
jinym uzavienim soustavy. V piipad¢ nestlacitelnosti bude tlak i hustota sledovat pohybujici
se plazma obdobn¢ jako rezistivita a mizeme tedy psat analogicky se vztahem (5.98)

p1+@&1-V) py=0], (5.102)

P1+(&;-V)py=0]. (5.103)

Jedinymi skute¢nymi rovnicemi jsou tedy rovnice pro magnetické pole a pro vektor posunuti.

Zbylé rovnice jsou jen algebraické a trivialné fesitelné.
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5.3.2 Ostrivkova (tearing) nestabilita

m Geometrie ulohy

Uvazujme dvé oblasti opacné orientovanych magnetickych poli oddélené rovinnym
rozhranim. Soufadnicovou soustavu zvolime tak, aby rozhrani bylo v rovin¢ y=0.
Piedpokladejme poruchu, kterd vede na rozvoj vlny Sifici se v této roviné, za smér Sifeni
zvolime osu z.

z k BO

U pohybtl nabitych ¢astic bylo vyhodné volit v ose z magnetické pole (Larmorova rotace
probihala v narysn¢). U vypoctu nestability s rozhranim je vyhodné v ose z volit smér pohybu
viny, porucha libovolné veli¢iny potom bude mit tvar

W (tX) = (1) + Sy =wo(») +y (y)e ™. (5.104)

Neperiodickd proménna je ve sméru kolmém na rozhrani, z periodickych proménnych se diky
volbé soufadnicové soustavy uplatni jen proménna z a vypocet se znacn¢ zjednodusi.
Z podminek nestlacitelnosti (5.90) a (5.91) budeme pfi této volbé mit

0B
diveB=0 = ‘MBM y+85BZ=o
ox oy 0z
By, kB, =0
+1i =
a0 1z . (5.105)

Je jasné, Ze v této geometrii postaci nalézt B, a hodnotu B;. jiZ lehce dopocteme. Stejna
situace je s vektorem posunuti (div § = 0), kde nemusime hledat ¢;.:

dgly
+ik&,. =0.
m kg, (5.106)

Celkem si tak uSetfime feSeni dvou diferencidlnich rovnic. Pii zndmém prabéhu Bo(y) a 7o(y),
pfipadné ostatnich rovnovaznych hodnot vede za ptedpokladu symetrie (5.104) cela soustava
na nékolik obycejnych diferencidlnich rovnic. Bud’ je feSime numericky, nebo muizeme
provadét razné rozmérové odhady, ve kterych vystupuje Sitka prechodové oblasti mezi obéma
sméry pole L, malost pfechodové oblasti je urCena parametrem &.
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Na vodorovné ose je vzdalenost od rozhrani. Veli¢ina k*By je vlastné projekci pole do sméru
Sifeni viny (az na normovaci konstantu. Vidime, Ze na jedné stran¢ poloprostoru je kladna
ana druhé zaporna. Samotné rovina oddélujici poloprostory s riznym polem je definovana
vztahem

k-B,=0 (5.107)

a fikdme ji rezonan¢ni povrch. V grafu je ¢arkované vykreslena derivace této veliCiny, ktera
ma v misté rezonan¢niho povrchu maximum. V rozmérové analyze problému lze pro derivaci
k:B psat

k ° B 0

k-By = eL

Nebo naopak, veli¢ina k:By, ktera je nulova na rezonan¢nim povrchu, se pise jako
~ . !
k-B,~sLk-Bj.

Z rozmérové analyzy rovnic v popsané geometrii 1ze odhadnout koeficient nartistu nestability
y definovany vztahem (5.3). Numerické feSeni rovnic da kolem rezonanc¢niho povrchu
charakteristicky pribéh magnetického pole s magnetickymi ostrovy (body O) a prlseciky
separatris, kde dochazi k rekonekci (body X).

B,+oB

B,

YYVVYY

AAAAA

B,+0B

Elektricky proud te€e i nadédle v roviné rozhrani, neni jiz ale homogenni. V mistech
magnetickych ostrovil je proudova hustota vyssi. Dojde k rozvrstveni (roztrhani) proudové
stény. Odtud pochézi anglicky nazev tearing instability (tear = trhat).

5.3.3 Rizené rezistivni nestability

Rizenou nestabilitou nazyvame nestabilitu, jejiz chovani ovliviiuje né&jaka vngjsi sila.
V ptipadé Rayleighovy-Taylorovy nestability to miize byt naptiklad tihové pole. V jednom
sméru tithové pole situaci stabilizuje (tekutina s vys$si hustotou je dole) v druhém sméru
dochdzi k tizené nestabilité (hustsi tekutina je nahofe). Chovani ostrlivkové nestability mize
ovlivnit tthové pole také (pak hovotime o tzv. g mdodu). Mnohem dulezitéjsi je ale ovlivnéni
zpiisobené gradientem rezistivity plazmatu, ktery je kolmy na rozhrani (tzv. rippling mod). Jiz
jsme si ukazali, Ze se takovy gradient projevi jako sila pasobici kolmo na rozhrani. Jenze na
rozdil od tihového zrychleni ma v obou poloprostorech opacny smér (bud’ ke rezonané¢nimu
povrchu, nebo od n¢ho). V jednom poloprostoru tato fidici sila nestabilitu stabilizuje
a v druhém ji naopak rozviji. Je zfejmé, Ze rozvoj nastane v poloprostoru s nizsi rezistivitou,
kde mohou téci vyssi proudy.

5.3.4 Tokamakové nestability

Jestlize v tokamaku oznacime toroidalni uhel ¢ a poloidalni 8, miZeme pro rizné veliiny
psat

w =y (p)e™MIrineTion .y n=0,+1,42,... (5.108)
Rovnice div B = 0 pro magnetické pole da
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dB
—24 2 p,+2B,=0. (5.109)
dp p r

Periodicka ¢ast této rovnice neni nic jiného nez definice rezonan¢niho povrchu:

(5.110)

Rovnici Ize piepsat do tvaru

Znaménko neni podstatné, obé c¢isla m, n mohou nabyvat kladnych i1 zadpornych hodnot.
Veli¢ingé na levé stran¢ se fikd bezpecnostni parametr a je roven prumérnému poctu
toroidalnich otacek pole na jeden poloidalni:

diy _rdp By o _d0_pBr _pBr_pBs
dlp  pdf Bp d0 r Bp RBp RBy
V tokamacich s a < R plati pro rezonan¢ni povrchy rovnice
_pBr_m
q(p) RBy n|° (5.111)

Na téchto tzv. ,,mn“ povrSich dochazi k rozvoji ostrivkové (tearing) nestability. Na povrchu
se objevi m ostrovi. Jejich opakovana geneze je doprovazena zndmymi pilovitymi signaly
elektrického pole.
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5.4 Mikronestability

5.4.1 Zakladni vztahy

Pti prechodu od statistického popisu plazmatu ke kontinuu (naptiklad k magnetohydro-
dynamice) ztracime informace o statistickém rozdéleni v rychlostni ¢asti fazového prostoru.
Ptichazime tak 1 o celou tfidu linearnich nestabilit, jejichz ptivod je pravé v prerozdélovani
pravdépodobnosti vyskytu €astic v rychlostni ¢asti fazového prostoru. V této kapitole se
zam¢eiime na linedrni nestability ve statistickém pfistupu v bezesrazkovém plazmatu. Jde do
jisté miry o druhy extrém. Kontinuum je dominantné srdzkové, my se budeme zabyvat v této
kapitole plazmatem, v némz lze srazky zcela zanedbat, tedy vyhradné nestabilitami
zpusobenymi interakci ¢astic s poli. Za vychozi rovnici budeme povazovat Boltzmannovu
rovnici pro hustotu pravdépodobnosti vyskytu ¢astic druhu a

Yoy (vvy)f, + L[®@+vxB)v,]f, =0, (5.112)
ot m

(4

doplnénou Maxwellovymi rovnicemi pro pole

divD=pq, (5.113)
divB=0, (5.114)
rotE=—aa—]?, (5.115)
rotH = jq +aa—]t). (5.116)

Casticova a polni ¢ast je provazana zdrojovymi leny

PqQ :zQana :ZIQafad3Va >

. (5.117)
jQ :zQanaua ZZIQaVafad Vo -

S touto sadou rovnic budeme provadét linearni perturbacni analyzu stejnym zplsobem jako
v teorii kontinua. Obdobné mizeme rozcClenit 1 jednotlivé typy jevi:

— Vysokofrekvencni déje bez magnetického pole.
Jde o zobecnéni plazmovych vin o Landauuv utlum na elektronech.

— Nizkofrekvenéni déje bez magnetického pole.
Jde o zobecnéni iontovych vin o Landauuv utlum na iontech.

— Vysokofrekvencni déje s magnetickym polem.
Jde o ptidani Bernsteinovych modii k elektromagnetickému komplexu vin.

— Nizkofrekvenéni déje s magnetickym polem.
Jde o magnetoakusticky komplex s utlumem.

5.4.2 Landauuv utlum na elektronech

V kapitole 4.2.3 jsme se zabyvali plazmovymi vlnami, které jsou zptisobeny rychlou reakci
elektronti na plazmové frekvenci. Viny a oscilace byly tvofeny elektrickym polem a k jejich
vzniku nebylo tieba zadné klidové magnetické pole. Disperzni relace, kterou jsme ziskali
z tekutinového modelu, byla realna a viny nevykazovaly zadny atlum.
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Ve skutecnosti 1 v linedrni teorii dochazi k itlumu vin, ktery souvisi se statistickym chovanim
¢astic. Tento Utlum se nazyva Landauiiv utlum a neni mozné ho odvodit z tekutinového
modelu, kdy je Boltzmannova rovnice vystfedovana pfes momenty rychlosti a ¢ast informace
se ztraci. K odvozeni musi byt pouzita Boltzmannova rovnice pro rozdélovaci funkci
elektrond. Samotny Utlum se projevuje 1 bez pfitomnosti srazek a proto Ize vyuzit Vlasovovu
rovnici (bez srazkového ¢lenu).

Uvazujme tedy bezesraZkové plazma, interakci elektroni s plazmovou vlnou v okoli
plazmové frekvence v neomezeném prostiedi. Predpokladame dale, Ze interakce je
zprostiedkovéna jen elektrickym polem, tj. rot E =0 a jde tedy o podélné vinéni s JE|k.
Soutradnicovou soustavu budeme volit s osou x ve sméru $ifeni vinéni, tj.

k=(k,0,0); OE=(5E,0,0). (5.118)

Obecna porucha bude mit tvar

v =y +Sy =y +y e (5.119)
Budeme sledovat jen pohyby elektront, pohyby iontii v okoli plazmové frekvence zanedbame.
Proto bude mit vychozi soustava rovnic tvar:

9f [ O _egdf _

+Vv
ot 0x m Ov

divE = - &, (5.120)

€0
n(t,x) = j ft,x,v)dv,

kde f je rozdélovaci funkce elektronii. Poznamenejme, Ze rychlost v zde nema vyznam
vystitedované rychlosti proudéni, ale vyznam fazové proménné, f=ft, x,v). Z celé sady
Maxwellovych rovnic postaci rovnice pro elektrické pole ve tvaru divergence. Je to dano tim,
ze neuvazujeme magnetické pole, porucha elektrického pole je rovnobézna se smérem Sifeni
ajde vlastné o jednorozmérny problém. V pfitomnosti magnetického pole bychom
samoziejm¢é museli vyuzit rovnici rot E = —0B/ox.

Jako prvni krok provedeme linearizaci vychozich rovnic (5.120) pomoci perturbaci
f=fo+6f; E=6E; n=ny+dn. (5.121)

Nulové feSeni budeme piedpokladat klidové homogenni (nezdvislé na ¢, x), rozdélovaci
funkeci fy za Gaussovu

m 3/2 mV2
V)=n exp| — , 5.122
So(¥) 0(27szTj P[ 2kBT} ( )
kterou mizeme rozlozit na parcidlni funkce
Jo(V) =ngfo (V) o, (V) o (V) (5.123)
kde
12 2
S = =2 | exp| - (5.124)
O™ 27k T 2bT '

Vysledek linearizace vychozich rovnic (5.120) je v prvnim fadu
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00f .00/ e o5 %0 _ 4 jim
ot ox m ov X—>0
divoE = - €21 (5.125)
€9

Sn(t,x) = j SF(t,x,v)d>v

Pfedpokladejme nyni existenci perturbaci ve tvaru viny ve sméru osy x, tj. Sy =y, glkiot .
—iwSf + ivkSf — ZOE,- % =0,
m ov,
ikoE, = " (5.126)
€0

Sn(t,x) = j Sfdv

Do posledni rovnice dosadime za on z druhé rovnice a za Of z prvni rovnice a provedeme
integraci pfe proménné v, a v.. Vysledkem je disperzni relace:

I (dfoxldv, ,_e’n

. (5.127)
w—kv, me,

Vsechny veli¢iny se tykaji elektronové slozky. Hlavnim problémem je po6l prvniho fadu
v hodnoté v, = w/k . Integracni cestu nelze uzaviit v horni ani dolni komplexni poloroving,
protoze integrand v nekone¢nu na imaginarni ose nekonverguje k nule (jde o Boltzmannovo

rozdéleni exp[—a 02] ). Z komplexni analyzy je znamo (viz dodatek A3), Ze spravna
integracni cesta ma tvar podle obrazku:

Imuv,

i \wf/;%— Rev,

Pro tuto cestu je integral z komplexni funkce F roven

j F(x)dx = V.P.[ j F(x)dxj + mi-Res(F) =1, +1,.

—00 —00

Prvni ¢ast je tzv. hlavni Cauchyova hodnota (V.P.) a pocita se tak, jako by funkce byla realna
a pol neexistoval, tedy integrace v limité, kdy obé meze rostou k nekonecnu. Vysledny
integral /; neni analyticky feSitelny, proto pii vypoctu vyuZzijeme rozvoj integrované funkce
do do geometrické tady (pro fazové rychlosti w/k velké ve srovnani s tepelnou rychlosti ¢astic
Uy nebo pro dostatecné vysoké frekvence):

0 d forldv 0 d fopldv
I,=V.P. dlocldvy =1V.P.deux=
w—kv, ) kv,

@

+00 2 3
d
=ij'[1+(kva+(kva +(kvxj +] for gy
@ - [0 [0 ) dv,
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Nyni provedeme integraci per partes, na hranicich integra¢niho oboru je rozdélovaci funkce

fox nulova:
0 1 2
— ;[m( A=Y ]f
w w

_ —§{1+2(£)<0x>+3(£f<v§> + } - _ﬁ{u Z_ZZkB?T + }

Integraly tohoto typu z Boltzmannova rozd¢€leni se fesi ve statistické fyzice [3]. Nyni je tieba
najit druhou ¢ast, ktera je mi ndsobkem rezidua integrované funkce v singularité. Postup
hledani rezidui naleznete v dodatku A3.

df . /dv
1, = ni-Res| Yoxldvx ) _ 7 g [ Yorldn) 7 dfo
w—kv, k v, —olk kdv,|o

ﬂma)

= 'k
kkB kax(a) )

V poslednim vyrazu jsme provedli derivaci Boltzmannova rozdé€leni. Nyni obé vypoctené
¢asti integralu dosadime do disperzni relace (5.127):

2
k = —a)g[lﬁlz] = —a)g _iz 1+ 3k—2kl+ -+
@ w° m

Tma
_ /k) |.
l 2 Tf()x(a) )}

B

Po trivialni upravé ziskame disperzni rovnici ve tvaru

2 2 3
2 272 .ﬂ-a)p (0
0 = o +3—v k v —i———— fo,(@/k), 5128
P2 02 K7 (5.128)
kde jsme oznacili
2
kgT
a)g = noe ’ U%E—B
mgo m

Plazmova frekvence i tepelnd rychlost se tykd elektrond. Prvni ¢len disperzni relace
pfedstavuje nam jiz zndmé plazmové oscilace. Druhy ¢len je zpiisoben tepelnymi procesy
a je-1i maly oproti prvnimu, 1ze v ném psat w ~w, a pfejde ve znamy druhy c¢len disperzni
relace plazmovych vin. Posledni ¢len je zcela novy a reprezentuje Landauiv utlum, zpravidla
je oproti obéma prvnim ¢leniim velmi maly.

Toho miizeme vyuZit pfi odmocnéni vyrazu (5.128):
a)2=a+ib; bxa; =

o = Aexplip]; A=~a®+b* ~a; (p:arctg(b/a)zé =
a

2 b [bj . (b] . b
" =aexp|i— = o =~Aacos| — |+ivasin| — zx/;Jrz .
a 2a 2a 2«/;

Vysledna frekvence bude (imaginarni ¢ast odpovidajici b ve vyrazu (5.128) je zaporna)

> 2 605 2,2
— fox(@/k); @y =,|o, +3;vtk +ee (5.129)
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Fyzikalni interpretace Landauova utlumu

Ze vztahu (5.129) je zfejmé, ze imaginarni Cast frekvence je zédporna a jedna se skutecné
o utlum. Odvozeni utlumu Landauem v bezesrdzkovém plazmatu za pomoci integrace funkce
komplexni proménné bylo velkym piekvapenim. Pozdéji byl utlum nalezen experimentalné.
Plazmova vlna je tlumena, aniz by dochazelo ke srazkam c¢astic. Podobné jako surfaf surfuje
na vodni hlading, mizeme si zjednodusené piedstavit elektrony surfujici na plazmové ving
elektrického pole. Elektrony s pfili§ malou rychlosti se na viné¢ pohupuji a nevyménuji s ni
energii. Také elektrony s pfili§ velkou rychlosti nevyménuji s vlnou energii. Jen elektrony
s rychlosti blizkou fazové rychlosti plazmové viny (oblast polu pfi integraci) intenzivné
s vlnou vyménuji energii. Obdobné jako surfaf jsou elektrony vInou neseny. Pokud jejich
rychlost byla nepatrn¢ niz$i nez fazova, ziskavaji energii na tkor viny. Pokud je jejich
rychlost vys$si nez fazova, jsou brzdéné, svou energii ztraci, a pfedavaji ji vine.

Uf Ux Uf v

Podle Boltzmannova rozdé€leni je statisticky vice elektronti s nizs§i rychlosti nez elektroni
s vyssi rychlosti. Tim ptevlada proces tlumeni viny, sani energie z ni. To je pfiblizna podstata
Landauova utlumu. Boltzmannovo rozdéleni je deformovano, vznikéd perturbace zptsobujici
sekundarni pik (pravé ten jsme pocitali jako 0f). Na rozdé€leni rychlosti se objevuji dvé
maxima, coz ve vysledku vede k dvojsvazkové (Bunemannové nestabilité). Pro velmi nizké
fazové rychlosti plazmové viny je mozny i Landautiv Gtlum zpisobeny ionty.

Maximalni podéiné pole 6E

Z rovnice divE =-edn/e;, mizeme odhadnout maximalni moZnou velikost generovaného

pole:

2

S mo; o, mo, cmo

ikSE=—ednley, =  (OF)max < i n| emy My _op moy cmo,
keo| key ke ke e

Pro maximalni dosazitelné pole tedy plati relace

(OF) pay <2
max < (5.130)

Ulrychlova¢e LWFA (Laser Wake Field Accelerator)

Elektrony jsou pro vyzkumné i1 praktické ucely vétSinou urychlovany bud’ na kruhovych
drahdch v betatronu nebo v synchrotronu. K nejvétSim urychlovacim tohoto typu patii
americky Tevatron s obvodem 6,3 km. Dalsi moznosti jsou linearni urychlovace
s proménnym elektrickym polem na radiovych frekvencich. Typické urychlovaci pole téchto
zafizeni nemuze vyrazné presdhnout 100 MV/m. Na konci 70. let navrhli T. Tajima
a D. Dawson zcela novy typ urychlovace, ve kterém by elektrony byly urychleny na
plazmové viné podobné€ jako surfai na viné v ocednu. Tato zajimava myslenka cekala na
praktickou realizaci vice jak Ctvrt stoleti. Dnes se zd4, Ze nic nestoji v cesté urychlovat
elektrony v urychlovaci nové generace pfimo na pracovnim stole.

Plazmova vlna mlze vzniknout pii priichodu intenzivniho laserového pulzu plynnym
prostfedim. Pulz ionizuje plyn na plazma a s sebou strhava lehké elektrony. Za pulzem vznika
brazda zvInéné koncentrace elektronii a podélného elektrického pole — plazmova vina.
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V anglic¢tiné se toto pole nazyva ,,wakefield, coz by snad §lo pielozit jako brazdové pole,
ptipadné pole v brazd¢.

V roce 1979 napadlo T. Tajima a D. Dawsona, Ze by toto pole pti vhodné hybnosti a energii
mohlo urychlovat elektron, ktery by byl neseny na vIné elektrického pole podobné¢ jako surfaf
na vodni vIné. Vlnou jsou ovSem zachyceny jen nékteré z elektronli a ty vytvoii shluky
urychlenych ¢astic To je zakladni princip urychlovace LWFA (Laser Wake Field Accelerator).
V praktickych zatizenich se vyuzivaji lasery s kratkym pulsem (< 1 ps) a velkou intenzitou
(>10'"® W/cm?). Vzniklé brazdové pole ma typicky intenzitu 100 GV/m, coz je o tfi fady vice
nez v konvenénich urychlovadich. Shluky elektronii o velikosti 10° elektronti (stovky
pikocoulombtll) mohou byt urychleny na energie az 60 MeV. Jde ovSem jen o maly zlomek
ptitomnych elektrontli a parametry plazmatu a brazdového pole 1ze jen obtizn€ ovlivnit. To je
hlavni nevyhodou dosud postavenych zafizeni, ktera méla spise studijni charakter a nebylo je
mozné prakticky vyuzit.

Situace se zménila po roce 2004, kdy byly navrzeny urychlovace LWFA s vice laserovymi
pulzy. Kromé zakladniho pulzu, ktery generuje laserové plazma s brazdovym polem, lze
dvéma dal$imi pomocnymi pulzy vytvofit za pulzem stojatou vinu (razy). Podélna slozka
elektrického pole miize predurychlit elektron, pficnéa slozka mize fokusovat shluk elektront.
Pomocnymi pulzy mizeme ovliviiovat parametry plazmatu v brazdé za zdkladnim laserovym
pulzem. Urychlovani je v této konfiguraci dvoustupiiové. Elektrony jsou nejprve urychleny
v pomalu se pohybujici (Aw/2ky) stojaté viné generované pomocnymi pulzy a teprve poté
v rychlé (~c) brazdové vin€ za hlavnim pulzem. V soucasnych systémech je brazdové pole az
270 GV/m a bylo dosazeno energii az 250 MeV na pouhych dvou milimetrech drahy.
Spektrum urychlenych elektronli je monoenergetické.

Urychlovace LWFA znamenaji revoluci v moznostech urychlovani nabitych castic. Hlavni
vyhodou jsou pfedevS§im malé rozméry urychlovacii tohoto typu, nékteré mohou byt
postaveny piimo na pracovnim stole. Pfedurychleni pomocnymi pulzy umoziuje ovliviiovani
parametrll urychleni, bez kterého nejsou mozné praktické aplikace. Vyvoj probihd na
Coloradské univerzit¢, UCB, UCLA, LLNL a dalsich pracovistich.

Wakefield — brazdové pole. Za laserovym pulzem vznika pfi prichodu prostiedim
typické zvinéné podélné pole. Na obrazku je rliznou barvou znazornéna velikost pole.
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5.4.3 Landauduv utlum na iontech

Nebude ke zkousce, dopisu o prazdninach

5.4.4 Bernsteinovy mody

Nebude ke zkousce, dopiSu o prazdninach

5.4.5 Parametrické nestability

Nebude ke zkousce, dopisu o prazdninach

5.4.6 Modulacni nestability

Nebude ke zkousce, dopisu o prazdninach
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DODATEK A - UZITECNE VZTAHY

Ve vztazich je oznacenon!=n(n—1)...1; n!!=n(n—-2)(n—4)...1.

A1. Nékteré integraly a rady

< !
[xe ™ dx=—"r1a>0:n=1,2, (A.1)
0 a
T o2n —ar? Q2n-)x
jx e ™ dyx = T G a>0;n=1,2, (A.2)
0
|
j 2n+1 g-ax’ dv=—""—:a>0;n=0,1,2, (A.3)
0 2a"
T 2 V4 .
j e ™ dx= \/: ; a>0 (Gausstv integral) (A.4)
a
« 2
fe =L . 4s0 (A.5)
2\ a
0
[ e +bray = \ﬁ b 450 (A.6)
a

j\/i —arccos(xj (A7)

© 3 © 3 4
Y v =5.6822 ; Y o= (A.8)
X X
o€+ 1 oe - 1 15
z q" = — (soucet geometrické fady) (A.9)
n=0
N
Von = FRzN ; (objem koule v sudém poctu dimenzi) (A.10)
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A2. Vektorovy soucin a nékteré vektorové identity

Pti Gpravéach vyrazl s vektorovym soucinem je nékdy vyhodny zapis pomoci Levi-Civitova
tenzoru. Jde o totalné€ antisymetricky tenzor 3. fadu, ktery ma jedinou nezavislou slozku

Slozky tohoto tenzoru maji hodnotu +1, —1 nebo 0. VSechny slozky s dvéma nebo vice
shodnymi indexy jsou nutn¢ nulové (zakladni vlastnost antisymetrickych matic, naptiklad
E1125> 2335 €222 » ---). Ukazme nulovost naptiklad pro slozku &, : Zaménme prvni dva indexy,

z antisymetrie plati
Cl2 =~ ¢412 = 263=0 = &=0.
Pro Levi-Civitv tenzor plati velmi uzite¢ny vztah:
Eij Ekim = é}l§jm - §I-m§ﬂ (A.12)

Ptes index k se automaticky scitd. Dukaz je mozné provést bud’ z tvah o symetrii tenzoru,
nebo prostym rozepsdnim do slozek. Vektorovy soucin 1ze pomoci Levi-Civitova tenzoru
definovat takto:

c=axb; Cr =Ema by, - (A.13)

Z celého dvojného souctu jsou vzdy nenulové dva €leny, napiiklad pro prvni slozku mame
cy=&13ab3 +€13pa3by =ay by —azb,.

Ukazme si typické vypocty na tfech jednoduchych ptikladech:

m Dvojny vektorovy souéin ax(bxc)

[a X (b X C)]k =Ekm Y (b X c)m =Ekm Y gmnobnco = Emki€mno albnco =
= (0010 = OkoOp) 4ibnC, = ajbyc; —ajbycy =br(a-¢) — i (a-b) =
ax(bxc) = b(a-c)—c(a-b). (A.14)
= Dvojna rotace vektorového pole rotrot A
[I'Ot (I'Ot A)]k =Em 8] (I'Ot A)m =Em 81 é‘mnO@nAo =Enmkl€mno GlanAo =
= (03010 = OkoO1n) 010, 4, = 0,0y Ay = 0,0, Ay = 0;(0,;4)) = (0,0)) A = O divA - A4y =

rot (rot A) = graddiv A — AA . (A.15)

m Divergence vektorového soucinu

diV(aXb) = 8k€klmalbm =Ekim (akal)bm + Erimd (akbm): b-rota—a-rotbh =

div(axb)=b-rota—a-rotb (A.16)

m Clen zamrzani v magnetohydrodynamice rot (v xB)

[I'Ot (V X B)]k = Ekim aI(V X B)m =Ekim al gmnoUnBo = Emki€mno a1 (UnBo) =
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ov OB ov OB, ov OB
= (6,0, —0..0,, )| =B +v 0ol = Zkp 4y —L_ LB _p —k_
(0010 ~ ko m)( ox, o T Un ale o T ™
:(B‘V)Uk+vkdiVB—BkdiVV —(V'V)Bk =
rot(vxB)=(B-V)v — Bdivv —(v-V)B . (A.17)

m Lorentzova sila O vxB

Fk = [QVXB]k = I:QVX(rOtA):Ik =Em UZ(VX A)m =Em Yy €mn05nA0 =
= Emki€mno V19 Ay = (011010 — 01601, )00, A, =V10r A — 1,01 4y =

0A; 0A
Fk =Q[er0tA]k =Ul (—l——kJ .

A.18
ﬁxk axl ( )

A3. Zakladni vztahy z komplexni analyzy
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Ad4. Nékteré specialni funkce

Besselovy funkce — jsou feSenimi Laplaceovy nebo Helmholtzovy rovnice ve valcovych
soufadnicich

2d’y dy 5
XT—=+x—+(x"-m")y=0. (A.19)

dx? dx
Obecné feSeni ma tvar
V() = €1y (0 + 657, (2) (A.20)

Funkce Ji, nazyvame Besselovy funkce prvniho druhu a maji v pocatku kone¢né hodnoty.
Funkce Y;, nazyvame Besselovy funkce druhého druhu a v pocatku jsou singularni. Funkce
Jo(x) koresponduje ve valcovych soufadnicich s funkeci kosinus z kartézskych soutadnic
a funkce J)(x) koresponduje se sinem. Plati mezi nimi i obdobny vztah:

400D __ s (. (A21)
dx

Funkce prvniho druhu lze jednoduSe zapsat pomoci fady, pro druhy druh je ptehledngjsi
integralni vyjadfeni:

~ 0 (—l)k x 2k+m
0 L)

k=0
(A.22)
Y, (%) :ljsin(xsin@—ne)dg_lj'[emt+(_1)m e—mt:|e—xsht dr.
7y 7y

Besselovy funkce lze bez problémi definovat i pro necelociselny index m (faktoridly
v defini¢ni fad€ nahradi I funkce) nebo pro komplexni argument. Z komplexnich argumentt

N 24

2
St §+xﬂ—(x2+m2)y=0, (A.23)
dx dx
jejimz feSenim je analogie hyperbolickych funkci
Y) =il (%) + 6K, (%), (A.24)

kde I,,, K, nazyvame hyperbolické neboli modifikované Besselovy funkce. Funkce 7,, maji
kone¢né hodnoty v pocatku a v nekonecnu diverguji (analogicky jako exp[x]), snadno se
definuji pomoci fady. Naopak funkce K, diverguji v pocatku a v nekonecnu se blizi nule
(analogicky jako exp[—x]) a jednodussi je jejich integralni vyjadieni:

0 1 X 2k+m
=S pl)

k=0

Km(x):i(xjmojze_m(tz—l)m_l/zdt

(m-12)1\2) 1

(A.25)
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Asymptotické vztahy v okoli pocatku (x < 1):°

J () zi,(fjm ,

m!\ 2
m-Dx\"
Ym(x)zu — ; m>0,
V4 2
(A.26)
1(x\"
I, (x)~—|=
s (o
m-Dx\"
Km(x)zu — ; m>0.
/4 2
Asymptotické vztahy v nekonecnu (x> 1):
2 mr
J,(x)= |—cos| x—————|,
X 2 4
2 . mr
Y, (x)= —sm(x—T—Zj,
X (A.27)
1
I, (x)=~ e’,
" N27mx
K,(x)~,[—e™
1.0 J. — 0.5
0 x|~ dmpeme
0.8 Jio-- 0.0 [ ’X< S i e v
\ Sy - [ 77 NDOL NS5
0.6 _ ~0.5 -+
/K .\X'\, /,/ !
04 A ~1.0{HL
0.2 |-{/ ,-’\ VA VAR e 5|0
0.0 L7 \ \ / .’/\‘/\ \~/// N\ ‘\/: 2.0 !
AN Ny a A V. i 0
-0.2 SAVAVEAND &S —2.5{{ Yo e
\ 4/\'/ | 1
-0.4 -3.0(H Yy —--
0 5 10 15 X 0 5 10 15 X
|
35 - — AR 35
30| f - e 3.0
25 ;2 T // T 25
2.0 3 .......... /// .//' .:.:.' 2.0
15 L 15
// /'/
1.0 - 1.0
0.5 S S —— 0.5
0.0 T 0.0
0 1 2 3 X 0 1 2 3 X
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Kulové funkce — baze pro sféricky symetricky potencial v kvantové teorii, viz [2]. Jsou
vhodné pro rozvoje thlovych casti funkci ve sférickych soutradnicich. Kulové funkce jsou
definovany vztahy (¢ je azimutalni, 6 polarni thel ve sférickych soutadnicich)

¢"? B, (cos6);

Y (0.0) = %

T
A.28

P A sl

B, (x)= =0 1=0,1,2,...; |m|<l; m=0,%1, ...
Polynomy Py, se nazyvaji pfidruzené Legendreovy polynomy. Pro m =0 se nazyvaji
Legendreovy polynomy:

1 d

2 L.oog_
%E X _1) 9 l_o,la 2, (A‘29)

P(x) =

Jiny zplsob, jak zapsat Legendretiv polynom je v komplexni rovin€¢ za pomoci kiivkového
integralu po kiivce, ktera proti sméru hodinovych rucicek obéhne pocatek soufadnic z,z € C :

1 N-V2
B(z)—2—m95(1—2tz+t ) s (A.30)
Y
Pro Legendreovy polynomy plati n¢které uzite¢né vztahy, naptiklad
+1 +1 )
[ Podx =26y ; JxP,(x)dngﬁll, (A31)

-1 -1

v prvnim ptipadé je tedy nenulovy jen integral z Py(x), v druhém ptipad¢ z P(x). Je to zjevné
ze vztahu (A.29). Jinym uZite¢nym vyrazem je rozvoj

© -] '
L5 b)) peosp), (A32)
r—r'| T max""(r,r)

kde @ je tihel mezi vektory r, r'.

Chybova funkce — funkce, pomoci niz lze vyjadfit prvni Rosenbluthiiv potencial H pro
Maxwellovo rozdé¢leni.

o= e as (A33)
0

Chandrasekharova funkce — funkce vystupujici v dynamickém tfecim ¢lenu Fokkerovy-
Planckovy rovnice pro Maxwellovo rozdéleni. Pomoci této funkce se popisuji runaway teseni.

2 7 2 &2
e S
w(x)= \/;0 > . (A.34)

Mezi Chandrasekharovou funkci a chybovou funkei plati jednoduchy vztah:

= A3
V) == (A.35)

2
Vyuzijeme-li, ze ¢' =2¢ / Jr , miZeme snadno vztah obratit:

199



Teorie plazmatu Dodatky

2
é=2x2y +2—\/ﬁe—x . (A.36)
T
1
]
0,5
Y
- -2
2 4 X
-0,5
-1
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AS. Vypocet Rosenbluthovych potencialti pro Maxwellovo rozdéleni rychlosti

Urc¢eme nyni oba Rosenbluthovy potencidly pro Maxwellovo rozdéleni terce, tedy vyrazy
f,
H(v,)=| N RTT v )=V -vy|fsd’vy, (A.37)
‘Va - Vﬂ‘

kde index a oznauje sledovanou c¢astici a f Castici terce. Rozdéleni f; predpokladame
Maxwellovo:

o

3/2
mpg 2kpTg
=n e . A.38
fﬂ P {anBTﬁ ( )

Vypocet potencialu H

Z izotropie ter¢e (funkce f) plyne, Ze vysledny potencidl mlize zaviset jen na velikosti
rychlosti v,. Jmenovatel integrandu rozvineme do Legendreovych polynomt podle vztahu
(A.32):

min’ (v,,v4)

H(v,)=| Ld%ﬂ:im.fﬂ(vﬂ) B(cos@)vysin@dpddvy .
‘Va_vﬂ‘ =0

max”l(va,vﬁ)

Integrace pies azimutalni thel ¢ je trividlni a d4 2z. Integrace pies thel & mezi vektory v, v
je také jednoducha. Budeme substituovat cosd = x:

o | 0. 2 - 0
H(va)ZEZII U min (Ua,U,B))Ullpl(x)dxjfﬂ(vﬂ)dl)ﬂ] .

I+1
1=0| o max (Ua,Uﬁ

Podle vztahu (A.31) je ale integral z Legendreova polynomu nenulovy jen pro /=0 a ma
hodnotu 2. Z celé fady tedy zlistane jen nulty ¢len:

© 2
H(va):4ﬂjw dvy —
o, Max(V,,vp)
1 Uy 0
H(@v,) =4z U—jv}gfﬂ(uﬁ) dvg + [vpfp(ug) dug |. (A.39)
a 0 Vg

Pol v piivodnim integralu tak rozdélil integraci na dvé casti. Jde o obecny vztah, do kterého
lze nyni dosadit jakékoli rozdéleni f, tedy napiiklad Maxwellovo nebo Fermiho-Diracovo
rozdeleni. V nasem piipadé dosadime Maxwellovo rozdéleni (A.38) a snadno ziskame

m 2
Hog) =g 2o~ e -

. 2 m
- s _
L~ [ dE +ony e x=—a
2kpTs N x'([ P\ 2k5Ty [2kgTs/my

Tento vysledek Ize piepsat pomoci definice Chandrasekharovy funkce (A.34) do tvaru

H(v,)=ny /2;:;%] Ew(x) ; %e‘xz]

Pomoci vztahu (A.36) mame ihned vysledny vyraz pro potencial H:
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—-1/2
2kgTp P(x) v
H( = Ng ——, XE—a.

Vypocet potencialu G
Postup je obdobny, jen vyuzijeme vztahu
2
‘Va—Vﬂ‘ -2v vﬂcoseﬂ)ﬂ
[va - Vﬁ\ a7

Jmenovatele opét rozvineme do fady Legendreovych polynomi a postupujeme analogicky
jako u potencidlu H:

‘Va_Vﬂ‘:

-2v vﬂcos0+vﬂ

G(va)zﬂ vﬂ‘fﬂd V= j ‘V _Vﬂ‘ fpdPvy =
(04

min’ (v,,vp)

= ijjffﬂ(vﬂ)(vi —2v0,0p cosH+v%) B (cos) U% sin@dgod@dvﬂ =
1=0

max”l(va,vﬂ)

o | ®© -1 1
=2ﬂ2[j min’ (v,,04) U%fﬂ(vﬂ)(.[(véZUavﬁerv%)Pl(x)dx]dvﬁ].

)
20| p max " (v,,vp) i

Kazda z integraci pres Legendretiv polynom ponecha podle vztahu (A.31) jediny nenulovy
¢len z celé fady. Obdobnym postupem jako pro potencial H ziskdme

Uy 4 3
G(Ua):‘“;”a j(3uﬂ+v ]fﬁ(vﬂ)dvﬂ + j[—w Uﬂjfﬂ(vﬂ)dvﬂ | (A4])

Va
0 a Uy

Opét jde o obecny vyraz pro jakékoli rozdéleni f5. Pro Maxwellovo rozdéleni lze provést
vypocet analogicky, jako pro potencidl H. Vysledek lze opét zapsat za pomoci chybové
funkce a jeji derivace:

+1/2
kpTs { px) 1 2 v
G,)= ngl xg(x)+—+—=e" |; xX= —
« [ mg ] g 2 PRigTyimy | (A4
JednodusSe zapsatelna je prvni derivace tohoto potencidlu podle rychlosti:

9G(vy) _
ov

ng[p(x)—w(x)]. (A.43)

0(
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DODATEK B - ZOBECNENE FUNKCE

B1. Diracova distribuce

Ve fyzice se velmi Casto setkdvame s nutnosti popsat bodovy nadboj nebo hmotny bod. Naboj
¢1 hmotnost ¢astice si piedstavujeme lokalizované v jediném misté, coz s sebou nese problém
nekoneéné hustoty naboje &i hmoty v tomto misté. ReSenim je zavedeni tzv. zobecnénych
funkci, zejména Diracovy distribuce. Ukazme si problém na linedrni hustoté¢ néboje
lokalizovaného v misté x = 0:

B 0; x#0 B.1
px) = 20 xe0. (B.1)

Integral z hustoty ale musi dat celkovy naboj QO:

+00

j p(x)dx=0. (B.2)

—00

Je jasné, Ze hustota naboje neni ,,normalni“ funkci. Ma nenulovou hodnotu v jediném bod¢
aintegral z ni by presto mél dat konecné cislo. Takové funkce ale neexistuji, mizeme je
zavadét jako limitu posloupnosti funkci a jejich vyznam je jen ve skalarnim soucinu s jinou,
tzv. testovaci funkci.

S x) Sx) S x)
1/¢

o~ X X X

3

Posloupnost obdélnik

Zaved’'me si obdélnikové funkce
Ve, xe<—g/2,&/2>;

J: 5(X)E{ 0, xg<—e/2,6/2>. B.3)

Vsechny obdélniky maji stejnou plochu rovnou jedné a funkce maji zajimavé vlastnosti:

i3 1 ) o prox=0
[ fide=1;  £0==; lim f,(x)= . (B.4)
o £ £—0 0 prox=0
Diracovu distribuci miizeme formalné zavést jako limitu téchto obdélnikovych funkei
o(x)=lim f,(x). (B.5)
>0

Posloupnost kopeckt (Cauchyovych-Lorentzovych rozdéleni)

Obdélniky z ptedchozi ukdzky nejsou hladké funkce. To ale neni nepiekonatelny problém,
misto obdélnikd mizeme pouzit funkce spojité se vSemi svymi derivacemi podle vztahu

_1 e
fe(x)= - (B.6)
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Plocha pod témito funkcemi je rovna jedné pro kazdé &, protoZe

+00
I fo(x) = I — = l{arctanz} = l(£+£j =1. (B.7)
T &r +x? V4 el, m\2 2
Pro mala ¢ se ,,kopce® zuzuji a ptitom se zvétSuje jejich vyska:
o 1 , o prox=0
'[ fo(x)dx =1, f-(0)=—; lim f,(x)= : (B.8)
= TE £—>0 0 prox=0

Opét miizeme zavést Diracovu distribuci jako limitu téchto spojitych funkei:

5(x) = lim £, (x). (B.9)

Cauchy-Lorentzovo rozdéleni, ze kterého jsme nyni zkonstruovali Diracovu distribuci
popisuje ve spektroskopii tvar spektralnich ¢ar a nebo v teorii vynucenych kmitii rezonanéni
ktivku. Je pojmenovano podle francouzského matematika Augustina Cauchyho (1759-1857)
a holandského fyzika Hendrika Lorentze (1853—1928).

Posloupnost Dirichletovych jader

Diracovu Distribuci miizeme zavést také pomoci jednoduché funkce

sin x

fW==—=; fO->1; [ fdx=x.

Zaved’'me posloupnost

k sin kx
fk(x)—— o

, (B.10)

ktera ma jednoduché vlastnosti

o prox=0

+o0 k X
_'[ofk(X)dle; fk(0)=;; ,}E‘;fk(’c):{o prox=0

Diracovu distribuci lze zavést jako limitu funkci

5(x)= lim f(x).

Poznamenejme, Ze funkce f;(x) jsou znamé z dikazu véty o Fourierové rozvoji do fady

anazyvaji se Dirichletovo jadro. Je pojmenovano podle némeckého matematika Johanna
Petera Gustava Lejeunea Dirichleta (1805-1859).

Fouriertiv obraz jednotkové funkce

Spoctéme nejprve nasledujici integral:

+J‘k i g1 — {1 ,kka el _ gikr sinkx'

- _ =2k
b} ix k ix kx

Integral az na koeficient 772 dava Dirichletovo jadro. Diracovu distribuci lze proto napsat
jako
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1 +k ' 1 +o
5(x) = lim — j e dk=— j e dk . (B.11)
k—ow 27T ! 271'_Oo

Integral v nevlastnich mezich chapeme pravé ve smyslu uvedené limity. Diracova distribuce
je tak Fourierovym obrazem jednotkové funkce.

Diracova distribuce nemé vlastnosti béznych funkci. Prestoze je jeji hodnota nenulova
v jediném bod¢, da integral z ni nenulovou hodnotu. To plyne z limitniho charakteru zavedeni
této distribuce. K jejim zédkladnim vlastnostem patii:

j S(x) f(x) dx = j 5(x) £(0)dx = £(0) j S(x)dx = £(0). (B.12)

Dlvod je snad ziejmy. Distribuce o je vSude nulovad kromé jediného bodu x = 0. Proto
vysledek integralu muze ovlivnit jediné hodnota funkce f v pocatku. Tu vSak mulzeme
vytknout pied integral a dostaneme jako vysledek hodnotu funkce v pocatku.

Poznamka 1.: Distribuci Ize také chapat jako velmi jednoduché zobrazeni, které pfifadi funkci jeji
hodnotu v poCatku (zobrazeni, které pfifadi funkci Cislo, se nazyva funkcional).

R Ts
Tsf(x)=f(0);  resp. f(x)—> f(0).

Poznamka 2.: Distribuci Ize chapat jako funkcional dany skalarnim souc¢inem
T, f(x)=(g|f);

Skalarni sougin pusobi na libovolnou funkci f z tzv. prostoru testovagich funkci. Funkce g je pevné
dana, definuje toto zobrazeni a nazyva se temperovana distribuce. Cim hez&i vlastnosti budou mit
funkce z testovaciho prostoru (napfiklad budou dostate¢né rychle konvergovat k nule na hranicich

oblasti), tim horsi vlastnosti mize mit funkce g definujici zobrazeni. Za prostor testovacich funkci
muze poslouzit napriklad Sobolev(iv prostor.

Poznamka 3.: Casto se hledaji fe$eni celych rovnic ,ve smyslu skalarniho souginu“. Napfiklad misto
rovnice

Ap=f

feSime rovnici
(Ap— fly)=0,

kde @ je hledané feSeni a  je libovolna funkce z prostoru testovacich funkci. Tato feSeni se nazyvaiji
slaba feSeni. Jejich tfida je mnohem bohatsi nez byla tfida feSeni plvodni rovnice. Nachazena feSeni

mohou mit ,divoCejSi“ charakter a jsou blizsi fyzikalni realité. Jejich hledanim se zabyvala vynikajici
matematicka LadyZenska.

B2. Konvoluce

Na separabilnich prostorech (se spocetnou bdzi) mizeme zobrazeni 121| f >:|g> psat

v konkrétni reprezentaci v maticovém tvaru

D Aufi=gx - (B.13)
/

Jednotkové zobrazeni :I| f > = | f > je dano jednotkovou matici, jejiz prvky tvoii Kroneckerv

symbol:

205



Teorie plazmatu Dodatky

D Sufi =1 - (B.14)
/

V ptipad€ neseparabilnich prostort je zobrazeni dano funkci dvou proménnych

[ 4Gy ) dy=g(x). (B.15)
0

Integral (B.15) se nazyva konvoluce a oznacuje se

axf= [ Ax,p)f(y)dy. (B.16)
Q

Konvoluce je analogii maticového nasobeni na neseparabilnich prostorech. Roli indext
prebiraji spojité proménné x a y. Roli matice piebira tzv. jddro konvoluce A(x,y) .
Specidlnim ptipadem konvoluci jsou rizné integralni transformace (Laplaceova, Fourierova,
Abelova, atd.). Jadrem jednotkového operatoru je Diracova distribuce (je nenulova jen pro

xX=y):
[oC=») () dy = f(x)

Diracova distribuce tak na neseparabilnich prostorech piebira ulohu Kroneckerova symbolu.

B3. Greenliv operator a Greenova funkce

NapiSme maticové elementy jednotkového operdtoru v x reprezentaci (maticové elementy
jednotkového operatoru jsou praveé Diracovou distribuci):

5Ce=y)=(w|1]x) =2 {y[nfn[x)= 2 fr ) fu ().

n

i

Ve spojitych prostorech
S(x=)=[ fi W fi(x)dk (B.17)
k

Distribuci 1ze tak napsat pomoci libovolnych bazovych funkcei, naptiklad pomoci baze

)= ™

N27m ’

dostaneme
S(x—y)= 1 j b g g = L j KN g = Sx)= Lje”“ dk, (B.18)
27 2

k 27y, i

coz je vySe odvozeny vztah (B.11).
Greenllv operator

Hledejme teSeni linedrni operatorové rovnice s pravou stranou

Llg)=r. (B.19)

Z véty o spektralnim rozvoji vime, Ze feseni je mozné zapsat pomoci vlastnich vektort (tvofi-
li ortonormalni bazi) a vlastnich ve tvaru

#)= K1),
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PtepiSme feSeni takto

9) = 610)s 6=3 11| 320
1M

A A

Operator G se nazyva Greenitv operdator a je inverznim operatorem k operatoru L .
V ptipad¢ operatoru se spojitym spektrem piejde sumace v integraci.

Greenova funkce

Zabyvejme se nyni specidlnim piipadem — rovnici s linedrnim operdtorem a nenulovou
2
pravou stranou na prostoru L

Lo=f. (B.21)

Hledejme nejprve feSeni pro jednotkovy impuls na pravé strané (bude reprezentovany
Diracovou distribuci):

LG(x)=8(x)

Toto feseni se nazyva Greenova funkce. Obecné feseni rovnice (B.21) je konvoluci Greenovy
funkce a pravé strany rovnice

p)=G*f=[G(x=y)f(y)dy.

Diikaz je velmi jednoduchy. Ukdzeme, Ze plsobenim operatoru L na nalezené feSeni
dostaneme pravou stranu piivodni rovnice:

L) = [LGGx—-y)f(dy = [S(x=)f(dy = f(x).
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DODATEK C - KRIVOCARE SOURADNICE, KRIVKOVE, PLOSNE

A OBJEMOVE INTEGRALY

C1. Kfivocaré souradnice

Dodatky

V nésledujicich tabulkéach je k danym soutfadnicim vzdy uveden gradient, divergence, rotace a
skaalni a vektorovy Laplacetv operator. Pisobeni Laplaceova operatoru na vektorové pole

1ze také urcit z vektorové identity AK =V (V-K)—-V x(VxK).

Kartézské souradnice

of  of of

Vf=—e +—e, +—e
/ ox * oy v o0z ¢

oK
divK = oK, + —2 + oK, .
ox oy oz

oK, oK, oK. oK, 0K, 0K,
rotK = ——le, + - e, + - e,
0x oy oy oz |7 oy Oz

2 2 2
2p.8.8
ox® oy~ oz

2 2 2 o°K, 0°K, 9K
AK = aK2x+aK2x+aK2x e, + St ——t— (e, +
ox oy 0z ox oy 0z

Af

’K, 0°K, 0°K,
+ 2 + 3 + 3 e,.
ox oy 0z

Valcové sourfadnice

Vf:afe,—i-lie +gez
or rop ¥ oz
oK
diVKz—i(rKr) 1%, 9K
ror r op 0z

oK
k=10 P[0 U (10 ) 10K

r op Oz 0z Or r or rop

2 2
Af:li(ﬂj+ia L Ot

ror or) r?ogp?r 0z°
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o’K, 1 0°K, 0°K, 10K, 20K, K,
AK = 2 T2 42 2 T 2 o &t
or® r- op 0z r or op r
0°K 0°K, 0°K, 10K K
+ 0, L% % 0, 1% 20K R0 e,+ (C.10)
or  r? 9¢? 822 ror  rrop i?
’K, 1 0°K, 0°K, 10K,
+ — +— e, .
or:  rr 09* 9z r or
Sférické souradnice
szger ,L@ew + laf (C.11)
or rsinf 0@ r@é’
0K
divK:ii(rzK,,) b L T L9 (sin0 k). (C.12)
P2 or rsin@ ¢  rsin@ 06
rotK = 1 i(sin@Kq))— ! 8K9
rsin@ 06 rsin@ o0@
(C.13)
+ 1 oK, —li(rK ) e9+(1 1 oK, je
rsin@ o ror r 06
Af = 12 0 (rzg] ! o’ f ! 0 (smgoafJ (C.14)
or\_ or r?sin®p 00%  r’sin’g 0@ ¢
10°(K,) 1 0K, 1 9%K, coth oK,
+_2 >t 20 502 2 50
AK = ro or? 06 r-sin Q r e +
20K, 2 0K, 2K 2<:ot<9
¥2 00  r%sing 9 2
laz(rK9)+LazK9 1 82 Ky, cotl9 aK67
2 2 2 2.2
N or r- 06 r?sin? 0 0¢? r? (C.15)
_ 2 cot9 0K, 2 0K,
r2sinf op % 00 1”2511’1 0
10°0K,) 1K, 1 K, cotQaK
- +—
N or? r? 8492 r2sin? @ 8(/) r?
2 0K, 2 cotldK,y
T T 2
r2sin@ 0@ r?sinf 0p r2sin’6@

C2. Krivkové, plosné a objemové integraly
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DODATEK D - PREHLED VZTAHU A DEFINIC Z PLAZMATU

D1. Zakladni vztahy

Transformace elektrickych a magnetickych poli — Lorentzova transformace elektromagne-
tického pole od inercidlni soustavy S k soustavé S’ pohybujici se rychlosti v vzhledem k §
dava:

E+vxB),

=7(
( VxEj ®.1)

Debyeova stinici vzdalenost — vzdalenost, na které¢ poklesne potencial bodového zdroje
vlivem stinéni na hodnotu 1/e Coulombova potencialu:

(D.2)

(D.3)

Cyklotronni frekvence — uhlova frekvence rotace nabité Castice kolem magnetickych
siloktivek:

0, =28 (D.4)

Kriticky zamerny parametr — zamérny parametr, pii kterém bude uhel rozptylu 90°, jde tedy
o spodni hranici srazek branych v uvahu v Landauové rovnici.

9.9p .
47?50#3’2 ’

mmﬂ

; qua— . (D.5)
ma+mﬂ

by

E‘Va—Vﬁ

Coulombitv logaritmus — logaritmus podilu horni a dolni meze integrace pfes zamérny
parametr v Landauové nebo Fokkerové-Planckové rovnici. Za horni mez se bere Debyeova
stinici vzdalenost a za dolni mez kriticky zamérny parametr, pti kterém je uhel rozptylu 90°.

lnAzh{&Q) (D.6)
by

Rosenbluthovy potencidly — potencialy, pomoci kterych Ize zapsat pravou stranu Fokkerovy-
Planckovy rovnice.

HO@)EIéJﬁfVﬂ, G(va)=[g fpd’vy: .

g=|vy—vg-

210



Teorie plazmatu Dodatky

Alfvénova rychlost — typicka rychlost vin v plazmatu s magnetickym polem. Také jde
o energie a tlakové energie

(D.8)

Up = .
A \/%
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D2. Bezrozmérné charakteristiky plazmatu

Hartmannovo cislo — odmocnina z podilu hustoty magnetické a viskozni sily (a je pticny
rozmér toku plazmatu, ovodivost plazmatu). U Hartmanova feSeni ma toto Cislo vyznam
podilu tloustky ptihranic¢ni vrstvy proudiciho plazmatu a Sitky kanalu

n

Reynoldsovo magnetické cislo — pomér Clenu zamrzani a difize v rovnici pro ¢asovy vyvoj
magnetického pole (o— vodivost plazmatu, L — rozméry plazmatu, u — rychlost proudéni)

Hrem =0 uLu. (D.10)

Reynoldsovo cislo — podil setrvaénych a viskoznich sil
#re =ul/m. (D.11)

Lundquistovo cislo — podil rezistivniho Casu (charakteristického casu magnetické difuze)
a Alfvénova casu (doby, za kterou plazma proleti danou oblast Alfvénovou rychlosti).
Lundquisatovo ¢islo je rovno Reynoldsovu magnetickému ¢islu pro rychlost rovnou
Alfvénové:

#,=S=R-cuLv,. (D.12)

fhy =—. (D.13)

Machovo Alfvénovo cislo — podil rychlosti plazmatu a Alfvénovy rychlosti

Hoin = —. (D.14)
UA
Index rekonekce — podil rychlosti plazmatu proudiciho smérem k neutrdlni vrstvé

a Alfvénovy rychlosti. Lisi se pro samovolnou (index sp), fizenou (index dr) a Petschekovu
(index P) rekonekci. Zpravidla se vyjadifuje pomoci Lundquistova ¢isla S:

Hroe =L ;
YA (D.15)

Beta parametr — podil tlaku a magnetického tlaku

=£-_F (D.16)
Pm B 2u

Alfvénovo cislo — podil magnetické a kinetické energie
B2 /2,1,!0 _ Bz _ #St

_ _ , D.17)
putl2 popu® Hrem

#ap =
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Stuartovo cislo (parametr interakce) — podil elektromagnetickych a setrva¢nych sil

2
o, = ta _OBL (D.18)
#Re PU
Batchelorovo cislo — podil klasické a magnetické viskozity
_n _
fy =—= oy (D.19)

™

Parametr dvojvrstvy — pomér energie ubytku potencidlu na dvojvrstvé a tepelné energie
elektronii

eAg
kBT e ‘

DL (D.20)

Relativisticky parametr dvojvrstvy — pomér energie ubytku potencialu na dvojvrstveé a klidové
energie ¢astice
eA
#DL, rel = —¢2 : (D.21)
myc
D3. Potencialy elektromagnetického pole

Homogenni elektrické pole

Homogenni magnetické pole
B:BO = A:%rXBo. (D.23)
Bodovy ndaboj
__9 . (D.24)
dregr
Elektricky dipol
z P(x,y, z)
A
Y E
0 “r E | E
y
X
2
¢ = pr3:_ 1 (p-V)l = E:_v¢:3(pr)#" (D.25)
47[gor 47[80 r 472'801"
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p [3zx 3zy 3z7 1
E= , , -—— D.26
47[80[r5 R L ( )
_ __ P . 2
E—(El,Ell)——3(3cos651n6’, 3cos 6’—1) (D.27)
drer
Magneticky dipol
z P(x, y, 2)
HA BL
0
r B B
y
X
2

A=Ho BXr BzrotA=ﬂw, (D.28)

472' r3 472' r5

o [3zx 3zy 327 1
B=10 =2 =2 = | D.29
47[”( P ( )
_ __Ho . 2
B—(BL,B”)——S,u(3cos<951n9, 3cos 9—1). (D.30)
4rr
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DODATEK E - MULTIPOLOVY ROZVOJ

E1. Rozvoj potencialu elektrického pole

E2. Rozvoj potencialu magnetického pole
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REJSTRIK NEKTERYCH FYZIKU A MATEMATIKU ZMIiNENYCH
V TEXTU

Alen, James Alfred van (1914-2006), americky védec zabyvajici se kosmonautikou, ktery
prosadil umisténi Geigerovych pocitach na prvnich americkych druzicich Explorer I
a Explorer III. Tyto druZice objevily torusy energeticky nabitych ¢astic okolo Zemé, které
dnes nazyvame Van Allenovy radiaéni pasy. Van Allen byl vid¢i osobnosti amerického
dobyvani vesmiru béhem studené valky.

Alfvén, Hannes Olof Gosta (1908-1995), svédsky fyzik a astrofyzik, jeden ze zakladateld
moderni fyziky plazmatu. Za své prace ve fyzice plazmatu ziskal Nobelovu cenu za fyziku
pro rok 1970. Rozpracoval prvni varianty magnetohydrodynamiky a zavedl koncept
magnetického pole zamrzlé¢ho v latce. V roce 1939 publikoval teorii magnetickych bouii
a polarnich zafi, polozil zdklady teorie magnetosféry Zemé. Ve fyzice plazmatu je po ném
pojmenovana Alfvénova rychlost a Alfvénovo ¢islo.

Ampére, André Maria (1775-1836), francouzsky matematik a fyzik, ktery ukazal, ze kolem
vodice protékan¢ho proudem se nachdzi magnetické pole. Zjistil, ze civka protékana proudem
se chova jako tyCovy magnet. Také ukazal, ze dva vodi¢e protékané proudem shodnym
smérem se pritahuji, obracen¢ se pak odpuzuji. Na jeho pocest je pojmenovana jednotka
elektrického proudu (definovana na zaklad¢ silového plisobeni dvou vodict).

Beltrami, Eugenio (1835-1899), italsky matematik a fyzik. Zabyval se neeukleidovskou
geometrii, elektfinou a magnetizmem. V matematice je po ném pojmenovan Beltramiv
teorém tykajici se zobrazeni zakiivené¢ho povrchu v mapach, Betramovo pole (jehoZ rotace je
umérna samotnému poli) a Laplacetv-Beltramv operator. Ve fyzice plazmatu hraji
Beltramova pole kli¢ovou roli pro popis helikélnich struktur.

Bennett, Willard Harrison (1903-1987), védec a vynalezce, narodil se ve Finsku, ale po
vétSinu Zivota pracoval ve Spojenych statech. Studoval ionizaci plynid elektrickym polem,
vynalezl radiofrekvenéni hmotovou spektrografii. V roce 1934 nalezl Bennettovo feSeni
rovnovahy pince.

Bhatnagar, Prabhu Lal (1912-1976), indicky matematik a fyzik. Zabyval se astrofyzikou,
bilymi trpasliky a vznikem slune¢ni soustavy. V plazmatu spolu s Grossem a Krookem
vytvorili v roce 1954 tzv. BGK aproximaci Boltzmannovy rovnice. V pozdgjsich létech se
zabyval nelinearni hydrodynamikou. Zemfel na infarkt.

Birkeland, Kristian (1867-1917), norsky fyzik a vynalezce. Vyrab¢l uméla hnojiva, vyvijel
elektromagnetické délo, vénoval se vyzkumu poldrnich zafi a pohyby nabitych ¢éstic
v magne-tickém poli. Usoudil, ze pti nékterych jevech na Slunci se uvoliuji do prostoru
svazky nabitych castic, které nékdy zasdhnou Zemi a vyvolaji polarni zafe. V laboratoti
vyrobil terellu, malou napodobeninu Zemé, na které zkoumal podminky vzniku polarnich zafi.
Jsou po ném pojmenovany Birkelandovy proudy tekouci podél silokiivek magnetického pole.

Boltzmann, Ludwig (1844—-1906), rakousky fyzik a zakladatel statistické fyziky. Formuloval
vztah mezi entropii a pravdépodobnosti (entropie je imérné logaritmu poctu realizovatelnych
stavii, 1872) a zformuloval H teorém o narGstani entropie v nevratnych procesech.
Ekviparti¢ni teorém pokladal za zékladni rys kinetické teorie. Na konci Zivota spachal
sebevrazdu.

Buneman, Oscar (1914-1993), vyznamny plazmovy fyzik, zabyval se teorii
elektromagnetickych d¢ji i numerickymi simulacemi. Narodil se v Italii, vyrtstal v Némecku
a v roce 1935 emigroval do Anglie. Stfidavé ptsobil v Anglii a Kanad¢, od roku 1960 na
Stanfordské univerzit¢ v USA. Zabyval se rozptylem na fluktuacich plazmatu, teorii hvizdu,
numerickym feSenim rovnic fyzika plazmatu. Je spoluautorem kédu TRASTAN, je po ném
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pojmenovana Bunemanova nestabilita, Bunemanovo diferencni schéma a Bunemantv
potencial.

Carlqyvist, Per (1937), Svédsky fyzik, zabyval se vyvojem hvézd, slunecnim vétrem, teorii
dvojvrstev. Spolu s Alfvénem navrhl teorii slunecnich vzplanuti, ve které hraji podstatnou
ulohu dvojvrstvy. Zobecnil Bennettovo feSeni rovnovahy pince.

Coulomb, Charles (1736-1806), francouzsky fyzik, ktery provadél pokusy s torznimi
vahami. Jeho vyzkumy ho vedly k zavéru, Ze elektrické a magnetické sily ubyvaji
s kvadratem vzdalenosti. Pro elektrické jevy se tento vztah nazyvd Coulomblv zakon
a popisuje ve fyzice plazmatu silu piisobici pifi sraZce nabitych ¢astic. Pfed Coulombem ho
objevil Robinson. Dale je po Coulombovi pojmenovana jednotka elektrického naboje.

Cowling, Thomas George (1906-1990), anglicky astronom, ktery v roce 1934 dokazal, ze
magnetické pole Slunce a planet nemize vznikat jednoduchym prstencovym proudem.
Slune¢ni skvrny pochopil spravné jako projevy tekutinového dynama v nitru Slunce.
Klasifikoval neradialni oscilace hvézd, a tim polozil zaklady helioseismologie.

Debye, Peter Joseph William (1884-1966), holandsky fyzik a chemik. Jako prvni popsal
chovani asymetrickych molekul pomoci dip6lového momentu a pifimo je zkoumal
rentgenovou difraktometrii. Dodnes se dipdlovy moment molekul méfi v jednotkach debye.
Jeho prace méla Siroky zabér, rozsitil Einsteinovu teorii mérného tepla o nizkofrekvenéni
fonony, zabyval se teorii elektrické vodivosti elektrolytil, teorii atomarnich oball, vysvétlil
Comptoniv jev. Vroce 1936 obdrzel Nobelovu cenu za chemii za ptispévek ke studiu
molekularnich struktur. Ve fyzice je podle n¢ho pojmenovana Debyeova stinici vzdalenost.

Drude, Paul Karl Ludwig (1863-1906), némecky fyzik a optik. Provadél experimenty
s elektfinou a magnetismem a ovétoval Maxwellovu teorii elektromagnetického pole. Zavedl
symbol ¢ pro rychlost svétla ve vakuu. V roce 1900 vyvinul model pro vypocet elektrickych,
tepelnych a optickych vlastnosti latek. Ve fyzice plazmatu se vyuzivd Drudeho elementarni
teorie vodivosti.

Fick, Adolf Eugen (1821-1901), némecky fyziolog, ktery jako prvni vytvofil kontaktni
¢ocky, tehdy ovSem sklenéné. Jako prvni navrhl techniku méfeni prutoku krve srdcem.
Formuloval zakon difuze latek, ktery je ve fyzice znam jako Ficklv zakon.

Fokker, Adriaan Daniél (1887-1972), holandsky fyzik a muzikant, byl bratrancem slavného
konstruktéra letadel Anthony Fokkera. Spolu s Planckem odvodil v roce 1913 Fokkerovu-
Planckovu rovnici pro statisticky popis plazmatu pii Coulombovych srazkach. Matematicky
se zabyval hudebnimi stupnicemi, konstruoval hudebni néstroje.

Fourier, Jean-Baptiste Joseph de (1768—1830), francouzsky fyzik a matematik. Zkoumal
termoelektiinu, v roce 1822 matematicky zpracoval teorii vedeni tepla a pfispél k rozvoji
parnich stroji. V uvedené praci polozil zéklad tzv. Fourierovy metody feSeni parcialnich
diferencidlnich rovnic. Zabyval se statistikou a teorii pravdépodobnosti. V matematice jsou
po ném pojmenovany Fourierovy fady a Fourierova transformace, ve fyzice Fouriertiv zédkon
vedeni tepla, ktery patii k zdkladnim transportnim zakoniim v teorii plazmatu.

Gibbs, Josiah (1839-1903), americky fyzik, ktery se zabyval termodynamikou a statistikou.
Zformuloval pojem termodynamické rovnovadhy pomoci energie a entropie. Je po ném
pojmenovano Gibbsovo statistické rozdéleni. Zformuloval také jednoduché pravidlo
chemické rovnovahy nékolika fazi (Gibbsovo pravidlo fazi).

Gross, Eugene (1926-1991), americky teoreticky fyzik. Zabyval interakci bosonii v
kvantové teorii pole, bosonovymi kondenzaty, kmity a vinami v plazmatu a kinetickou teorii
plazmatu. Spolu s Bhatnagarem a Krookem odvodili BGK aproximaci Boltzmannovy rovnice.
Vystudoval v Princetonu.
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Hartmann, Julian, dansky inZenyr, ktery v roce 1937 publikoval feSeni pro tok vodivé
kapaliny v homogennim magnetickém poli a navrhl elektromagnetickou pumpu kapalnych
kovi. Experimentaln€ ji na rtuti otestoval F. Lazarus. Ve fyzice plazmatu je po ném
pojmenovano Hartmannovo ¢islo a Hartmannova vrstva.

Helmholtz, Hermann Ludwig Ferdinand von (1821-1894), némecky I¢kat a fyzik, védec
s nesmirn¢ Sirokym zabérem. Zabyval se teorii elektfiny a magnetizmu, termodynamikou,
mechanikou, fyzikou lidského oka, teorii barevného vidéni, akustikou, estetikou... Ve fyzice
plazmatu pouzivame Helmholtzovu rovnici, kterou splituji Beltramova helikalni pole.

Hugoniot, Henri Pierre (1851-1887), francouzsky inzenyr a vyndlezce. Je spoluautorem
teorie razovych vin v tekutinach. Odvodil spolu s Rankinem podminky pro skoky veli¢in na
razové ving, které se nazyvaji Rankinovy-Hugoniotovy podminky.

Chandrasekhar, Subramanyan (1910-1995), indicky astrofyzik, pracoval v Anglii, pozd¢ji
v USA. Zabyval se zejména teorii stavby hvézd, matematickou teorii ¢ernych dér a obecnou
relativitou. Odvodil maximalni moznou hmotnost bilého trpaslika (Chandrasekharovu mez).
Na jeho pocest byla pojmenovéna rentgenovad druzice Chandra vypus$ténd v roce 1999. Ve
statistické fyzice a ve fyzice plazmatu se pouziva Chandrasekharova funkce.

Joule, James Prescott (1818-1889), anglicky fyzik a sladek, ktery studoval povahu tepla
a jeho vztah k mechanické energii. S Kelvinem spolupracoval na zavedeni absolutni teplotni
stupnice. Zkoumal magnetostrikci, nalezl vztah pro teplo generované pii prachodu
elektrického proudu latkou. Toto tzv. Jouleovo teplo je hlavnim disipatnim procesem
v plazmatu. Déle je po ném pojmenovana jednotka energie.

Krook, Max (1913-1985), americky matematik a astrofyzik. V matematice se zabyval teorii
funkci komplexni proménné. Ve fyzice plazmatu spolu s Bhatnagarem a Grossem odvodili
BGK aproximaci Boltzmannovy rovnice, ze které se daji jednoduse odvodit riizné transportni

jevy.
Kruskal, Martin David (1925-2006), americky matematik a fyzik. Zabyval se obecnou
relativitou, zavedl Kruskalovy soufadnice ve Schwarzschildové geometrii, je po ném

pojmenovana Kruskalova procedura v teorii Markovovych procest. Ve fyzice plazmatu
zkoumal teoretické podminky stability pince.

Landau, Lev Davidovi¢ (1908-1968), sovétsky teoreticky fyzik, nositel Nobelovy ceny za
fyziku pro rok 1962 za teorii supratekutosti. Landau vyznamné ptispél do vSech odvétvi
teoretické fyziky, zejména kvantové mechaniky, kvantové elektrodynamiky, supratekutosti,
supravodivosti, fazovych ptrechodl, diamagnetismu, fyziky plazmatu a teorie neutrin.
V plazmatu je po ném pojmenovana Landauova rovnice pro hustotu pravdépodobnosti pii
Coulombovych srazkach a Landauliv Gtlum — nelinearni interakce ¢astic a vin.

Langmuir, Irwing (1881-1957), americky fyzik a chemik, ziskal Nobelovu cenu za chemii
pro rok 1932 za chemii povrchii. Zabyval se metalurgii, inertnimi plyny a fyzikou plazmatu.
Pro ionizované prostfedi jako prvni pouZzil ndzev plazma, protoZe mu vlastnostmi pfipominalo
krevni plazma. Je po ném pojmenovdna Langmuirova sonda pro meéfeni potencidlu
v plazmatu, Langmuirliv soliton a nezavisle na Sahovi odvodil v roce 1923 Sahovu rovnici
pro tepelnou ionizaci. Jako prvni experimentalné detekoval dvojvrstvu.

Larmor, Joseph (1857-1942), irsky fyzik. Vysvétlil Fitz-Geraldovu kontrakci nezavisle na
Lorentzovi. Vypocetl energii uvoliiovanou pii zatfeni urychlené¢ho naboje, vysvétlil rozstépeni
spektralnich ¢ar v magnetickém poli. Jako jeden z prvnich pfedpokladal, ze geomagnetické
bouie souvisi se slune¢nimi vzplanutimi a jsou zptisobeny elektrony piichazejicimi ze Slunce.
Na jeho pocest je pojmenovan Larmortiv polomér pohybu nabité ¢astice v magnetickém poli.

Lorentz, Hendrik Antoon (1853-1928), holandsky fyzik, ktery jako prvni povazoval za
zdroje elektromagnetického pole oscilujici nabité castice. Predpoveédél, ze silné magnetické
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pole mé vliv na vlnovou délku generovaného svétla. Experimentalné tento fakt prokazal jeho
zak P. Zeeman. Oba ziskali Nobelovu cenu za fyziku pro rok 1902. Objevil transformaci
proménnych, vici které se Maxwellovy rovnice neméni (dnes Lorentzova transformace).
Nezavisle prokazal nulovy vysledek Michelsonova-Morleyho experimentu. Je po ném také
pojmenovana Lorentzova sila plisobici na ¢astici pohybujici se v magnetickém poli.

Maxwell, James Clerk (1831-1879), skotsky matematik a fyzik. S Clausiem vyvinuli
kinetickou teorii plynd. V roce 1867 formuloval paradox Maxwellova démona. Ukazal, Ze
druhy termodynamicky zdkon statisticky popisuje vlastnosti velkého poctu Castic. V roce
1873 publikoval teorii elektfiny a magnetizmu. Dne$ni podobu téchto rovnic vytvoftili
Heaviside a Hertz. Maxwell odvodil, ze svétlo je pficné vinéni zptisobené magnetickymi
a elektrickymi jevy. Je po ném pojmenovano Maxwellovo rozdéleni rychlosti, rovnice
elektromagnetického pole a tenzor toku hybnosti elektromagnetického pole.

Moffatt, Henry Keith (1935), skotsky astrofyzik, ktery se zabyval dynamikou tekutin,
magnetohydrodynamikou a teorii turbulence. Je spoluautorem dnes$ni teorie tekutinového
dynama.

Ohm, Georg Simon (1789-1854), némecky fyzik, ktery se zabyval elektiinou. Z pokust
s elektrickymi ¢lanky vlastni konstrukce odvodil, Ze proud tekouci vodic¢em je ptimo umérny
napéti a prufezu vodiCe a nepfimo jeho délce (Ohmuiv zakon). Zabyval se také akustikou
a optikou, formuloval zédkony fyziologické akustiky. Je po ném pojmenovan Ohmiv zakon
a jednotka elektrického odporu Ohm (Q2).

Onsager, Lars (1903-1976), norsko-americky chemik a teoreticky fyzik. V roce 1968 ziskal
Nobelovu cenu za chemii. Zabyval se teorii elektrolyti a Brownovym pohybem iontd.
Uchvatila ho statisticka fyzika a termodynamika. Zkoumal diftzi castic zpisobenou
gradientem teploty a koncentrace a produkci entropie pii téchto procesech. Své poznatky
zobecnil na tzv. Onsagerovy relace reciprocity.

Parker, Eugene (1927), americky astrofyzik zabyvajici se teorii slune¢niho vétru
a magnetickymi poli ve vesmiru. Je po ném pojmenovana Parkerova plocha nulového
magnetického pole Slunce (tzv. neutralni vrstva), Parkeriv model pfepojeni magnetickych
siloktivek a Parkerova teorie tekutinového dynama.

Poynting, John (1852-1914), anglicky fyzik, zkoumal vyzafovani energie v elektromagne-
tickych vlnach. V roce 1884 publikoval, Ze tok energie zafeni je dan vektorem ExH
(Poyntingovym vektorem). V jeho sméru se pienasi energie a mifi grupova rychlost. V roce
1893 méfil nezavisle na ostatnich gravitatni konstantu. Je po ném také pojmenovan
Poyntingtiv-Robertsontiv jev popisujici drift prachovych ¢astic zptisobeny tlakem zareni.

Rankine, William John Macquorn (1820-1872), skotsky inZenyr zabyvajici se dynamikou
tekutin a termodynamikou. Vytvoril kompletni teorii parniho stroje. Zabyval se také
botanikou a hudbou. Spolu s Hugoniotem odvodil podminky pro skoky veli¢in na rdzové vin¢.
Zobecnéni téchto podminek se pouziva i ve fyzice plazmatu.

Reynolds, Osborne (1842-1912), anglicky fyzik a prikopnik teorie tekutin. Zabyval se ale
1 termodynamikou, vylepSil tehdejsi konstrukci kotle a kondenzoru u parnich stroju, jako
inZzenyr se podilel na konstrukci parnikii. V teorii tekutin je po ném pojmenovano
Reynoldsovo ¢islo, a ve fyzice plazmatu Reynoldsovo magnetické ¢islo.

Rosenbluth, Marshall Nicholas (1927-2003), americky plazmovy fyzik. Je jednim ze tii
spoluautort Metropolisova algoritmu (Monte Carlo simulace v ptirodnich védach), jednoho
z nejuspesnéjSich  algoritmit  vSech dob. Zabyval se rozptylem elektrond, vlnami
a nestabilitami v plazmatu, turbulencemi v tokamacich. Ve statistickém popisu plazmatu
zavedl Rosenbluthovy potencidly. Do roku 1999 se podilel na piipravé projektu prvni

termojaderné elektrarny ITER.
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Saha, Mehd Nad (1893-1956), indicky astrofyzik, ktery v roce 1920 odvodil rovnici
(Sahovu rovnici) pro tepelnou ionizaci plazmatu a oteviel tak novou cestu pro vyzkum
astrofyzikalniho i laboratorniho plazmatu. Dnes je po ném pojmenovan Sahiv Ustav jaderné
fyziky v Kalkat¢. Byl také architektem pro planovani fi¢nich staveb v Indii.

Schwarzschild, Martin (1912-1997), némecko-americky astronom, syn znamého fyzika
Karla Schwarzschilda. Zabyval se stavbou hvézd a vyvojem hvézd. Spolu s Kruskalem fesil
podminky rovnovéhy a stability plazmovych vldken, tzv. pinci.

Spitzer, Lyman (1914-1997), americky astrofyzik a spoluzakladatel teoretické fyziky
plazmatu. Intenzivné se zabyval mezihvézdnym prostfedim, plyny, prachem a magnetickymi
poli. Na jeho pocest je pojmenovan vztah pro vodivost plazmatu. Jako prvni navrhl v roce
1946, jest¢ davno pied zalozenim NASA, umistit dalekohled na ob&zné draze. Jeho nesmirné
usili vedlo NASA k umisténi dalekohledii Copernicus a HST do vesmiru. Na jeho pocest je
pojmenovan Spitzeriv vesmirny dalekohled.

Stix, Thomas Howard (1924-2001), americky plazmovy fyzik. Zabyval se ohfevem
plazmatu elektromagnetickymi vlnami na termojaderné teploty, studoval stochastické procesy
pfi pohybu nabitych ¢astic v plazmatu. Je drzitelem mnoha cen, naptiklad Maxwellovy ceny
(1980) — nejvyssi ceny udélované Americkou fyzikalni spolecnosti za fyziku plazmatu. Na
jeho pocest jsou pojmenovany Stixovy koeficienty ve vztahu pro vysokofrekvenéni
permitivitu a Stixova civka pro ohfev plazmatu.

Vlasov, Anatolij Alexandrovi¢ (1908-1975), sovétsky teoreticky fyzik, ktery se po vétSinu
zivota vénoval statistické fyzice. Ve fyzice plazmatu je podle ného pojmenovana Vlasovova
rovnice pro statisticky popis bezesrazkového plazmatu. Kromé fyziky plazmatu se zabyval
optikou, fyzikou krystal a teorii gravitace. Vystudoval Moskevskou statni univerzitu, kde
pracoval po cely Zivot po boku Pjotra Kapici a Lva Davidovi¢e Landaua.
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